
مهربان بخشنده خداوند نام به

خطͬ جبر
رمضانͬ مریم ربیعͬ، حمیدرضا
۱۴۰۱ بهار

: ماتریس ها چهارم تمرین

۲۳:۵۹:۵۹ ساعت ۱۴۰۱̸۸̸۳ تاخیر: با ،۲۳:۵۹:۵۹ ساعت ۱۴۰۱̸۸̸۱۳ ارسال: مهلت نمره) ۱۴۰) تئوری پرسش های
طوری به بͽیرید درنظر 𝑉 زیرفضای به 𝑈 زیرفصای از 𝑆 خطͬ تبدیل .𝑈 ≠ 𝑉 باشیم داشته و باشد 𝑉 در زیرفضایی 𝑈 کنید فرض نمره) ۱۵) ۱ پرسش

میͺنیم. تعریف زیر صورت به را 𝑇 تبدیل .𝑆𝑢 ≠ ۰ که طوری به 𝑢 ∈ 𝑈 باشد داشته وجود که

𝑇(𝑣) =
{
𝑆𝑣 if 𝑣 ∈ 𝑈
۰ Otherwise

ͬ باشد. نم خطͬ 𝑇 تبدیل که دهید نشان
بͽیرید. درنظر صورت این به را 𝑣 و 𝑢 های بردار پاسخ

𝑢 ∈ 𝑈 anⅾ 𝑆𝑢 ≠ ۰

𝑣 ∈ 𝑉 anⅾ 𝑣 ∉ 𝑈

𝑈نمیباشد. در 𝛼𝑢 + 𝛽𝑣 که 𝑈میدانیم زیرفضایی خاصیت به توجه با .𝑇(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) = 𝛼𝑇(𝑢) + 𝛽𝑇(𝑣) باشیم داشته باید باشد خطͬ تبدیل 𝑇 اگر حال
.𝑇(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) = ۰ داریم بنابراین است.) فرض خلاف که بود 𝑈خواهد عضو 𝑣 اینصورت در که چرا )

: داریم تساوی راست طرف برای
𝛼𝑇(𝑢) + 𝛽𝑇(𝑣) = 𝛼𝑆𝑢 ≠ ۰

نمیباشد. خطͬ 𝑇 تبدیل نتیجه در و 𝑇(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) ≠ 𝛼𝑇(𝑢) + 𝛽𝑇(𝑣) داریم دومعادله این به توجه با

.𝐴𝑘 = ۰ داریم 𝑘 > ۱ هر ازای به که دهید نشان 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴) = ۰ و 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) = ۱ همچنین و 𝐴 ∈ 𝕄𝑛(ℝ) ماتریس کنید فرض نمره) ۱۵) ۲ پرسش

𝑣 و 𝑢 های بردار که صورتͬ به بنویسیم 𝑢𝑣𝑇 صورت به را 𝐴 ماتریس میتوانیم آنگاه 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) = ۱ باشیم داشته 𝐴 ماتریس ازای به اگر که میدانیم پاسخ

هستند. ناصفر
میسازیم. را 𝐴۲ ماتریس اطلاعات این داشتن با حال 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑢𝑣𝑇) = 𝑢𝑇𝑣 = ۰ میدانیم همینطور

𝐴۲ = 𝑢𝑣𝑇𝑢𝑣𝑇 = 𝑢(𝑣𝑇𝑢)𝑣𝑇 = 𝑢(۰)𝑣𝑇 = ۰

.𝐴𝑘 = ۰ داریم 𝑘 > ۱ تمام ازای به که بͽیریم نتیجه میتوانیم 𝐴۲ = ۰ باشیم داشته اگر حال

: اینصورت در باشد. جایͽشت ماتریس ͷی 𝑃 ماتریس کنید فرض نمره) ۲۰) ۳ پرسش

.𝑃𝑃𝑇 = 𝐼 دهید نشان ( نمره ۵ ) (آ)
است. جایͽشت ماتریس ͷی هم 𝑃𝑇 که دهید نشان ( نمره ۵ ) (ب)

.𝑃𝑘 = 𝐼 که صورتͬ به طبیعͬ 𝑘 دارد وجود کنید ثابت ( نمره ۱۰ ) (ج)

و 𝑛 تا ۱ طبیعͬ اعداد آن ورودی که باشیم داشته 𝜋 تصادفͬ جایͽشت ͷی کنید فرض کنیم. تعریف صورت این به رامیتوانیم جایͽشت ماتریس پاسخ
: کرد تعریف زیر صورت به میتوان را 𝑃 ماتریس بنابراین باشد. ۱ به ۱ همینطور و میباشد اعداد همین هم آن خروجͬ همینطور

𝑃 =


𝑒𝑇𝜋۱
...
𝑒𝑇𝜋𝑛


۱



: دهیم نشان صورت این به را 𝑃𝑃𝑇 میتوانیم دادیم ارائه 𝑃 از که تعریفͬ به توجه با (آ)

𝑃𝑃𝑇𝑖𝑗 = 𝑒𝑇𝜋𝑖 𝑒𝜋𝑗

.𝑃𝑃𝑇 = 𝐼 داریم پس هستند. صفر درایە ها بقیه و دارد ۱ مقدار قطر روی مقادیر ازای به فقط مقدار این است واضح که

: با است برابر 𝑃𝑇 ماتریس (ب)
𝑃𝑇 = [𝑒𝜋۱ , . . . 𝑒𝜋𝑛 ]

: بنویسیم صورت این به آنرا میتوانیم بنابراین دارد. ۱ مقدار ۱ دقیقا ماتریس این در سطر هر که باشید داشته توجه همینطور

𝑃𝑇 =


𝑒𝑇𝜋𝑎۱
...

𝑒𝑇𝜋𝑎𝑛


میباشد. جایͽشت ماتریس ͷی خود ماتریس این که

: میͺنیم تعریف را 𝑝𝑖 مقادیر ابتدا در (ج)
𝑝𝑖 = 𝑚𝑖𝑛𝑝 𝜋𝑝(𝑖) = 𝑖

کنیم معرفͬ میتوانیم سوال این در که 𝑘 ͷی حال دارد. وجود حتما 𝑝 این که کنید دقت توابع. ضرب نه و است توابع ترکیب 𝜋𝑝 از منظور اینجا در
: داریم 𝑃𝑘 ماتریس برای صورت این در Π𝑛

𝑖=۱𝑝𝑖 با است برابر

𝑃 =


𝑒𝑇
𝜋𝑘۱
...
𝑒𝑇
𝜋𝑘𝑛

 =

𝑒𝑇۱
...
𝑒𝑇𝑛

 = 𝐼

نمره) ۳۰) ۴ پرسش

: کنید ثابت است. ͷی آن درایە های همه که میباشد 𝑛 × 𝑛 ماتریس هم 𝐵 و میباشد 𝑛 × 𝑛 دلخواه ماتریس ͷی 𝐴 ( نمره ۷ ) (آ)

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) − ۱ ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴 − 𝐵)
است. برقرار زیر نامساوی آنگاه 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 باشیم داشته اگر کنید ثابت میباشند. 𝑛 × 𝑛 دلخواه ماتریس های 𝐵 و 𝐴 ماتریس های ( نمره ۷ ) (ب)

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴 + 𝐵) + 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐵)
دهید: نشان .𝐴۲ = ۰ باشیم داشته همچنین و باشد دلخواه و 𝑛 × 𝑛 ماتریسͬ 𝐴 کنید فرض ( نمره ۸ ) (ج)

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴 + 𝐴𝑇) = ۲𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴)
داریم: باشد دلخواه ماتریسͬ 𝐴𝑚×𝑛 و باشند فول رنک و مربعͬ ماتریس های 𝑃 ∈ 𝕄𝑛(ℝ) و 𝑄 ∈ 𝕄𝑚(ℝ) اگر دهید نشان ( نمره ۸ ) (د)

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑄𝐴) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴𝑃)

پاسخ

میͺنیم. اثبات را زیر نامساوی ابتدا در (آ)
: داریم 𝐵 و 𝐴 دلخواه ها ماتریس ازای به

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴 + 𝐵) ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐵)
برای همینطور و میباشد {𝑎۱ , . . . 𝑎𝑟𝑎 } صورت به پایە ای مجموعه دارای 𝐴 ماتریس بنابراین میͺنیم. تعریف ماتریس دو رنک با برابر را 𝑟𝑏 و 𝑟𝑎

میباشد. {𝑏۱ , . . . 𝑏𝑟𝑏 } صورت به مجموعه این 𝐵 ماتریس
این که دارد را 𝑟𝑎 + 𝑟𝑏 رنک حداکثر ها بردار این توسط شده span فضای کنید دقت بͽیرید. نظر در را {𝑎۱ , . . . 𝑎𝑟𝑎 , 𝑏۱ , . . . 𝑏𝑟𝑏 } مجموعه حال

باشد. خطͬ مستقل شده ساخته جدید مجموعه که است درصورتͬ
ستونͬ فضای شامل هم جدید مجموعه که چرا ساخت مجموعه این با میتوان را دارد قرار 𝐴 + 𝐵 ستونͬ فضای در که برداری هر که کنید دقت حال

: داریم بنابراین میباشد. 𝐵 ستونͬ فضای شامل هم و 𝐴

𝐶𝑜𝑙𝑆𝑎𝑝𝑐𝑒(𝐴 + 𝐵) ⊆ 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝑎۱ , . . . 𝑎𝑟𝑎 , 𝑏۱ , . . . 𝑏𝑟𝑏 }
𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴 + 𝐵) ≤ 𝐷𝑖𝑚(𝑆𝑝𝑎𝑛{𝑎۱ , . . . 𝑎𝑟𝑎 , 𝑏۱ , . . . 𝑏𝑟𝑏 }) ≤ 𝑟𝑎 + 𝑟𝑏

۲



: برسیم شده خواسته رابطه به میتوانیم زیر جایͽذاری با دارد. ۱ رنک سوال صورت درون 𝐵 ماتریس که کنید دقت حال

𝐴 := 𝐴 − 𝐵
𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴 − 𝐵) + 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐵)

: نتیجه در و

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) − ۱ ≤ 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴 − 𝐵)

بͽیرید. درنظر را زیر نمادگذاری (ب)
𝑊۱ = Nuⅼⅼspaⅽe(A) زیرفضای

𝑊۲ = Nuⅼⅼspaⅽe(B) زیرفضای

باشند: 𝑉 در 𝑊۲زیرفضاهایی 𝑊۱و اگر که میدانیم قبل از

𝐷𝑖𝑚(𝑊۱ +𝑊۲) = 𝐷𝑖𝑚(𝑊۱) + 𝐷𝑖𝑚(𝑊۲) − 𝐷𝑖𝑚(𝑊۱ ∩𝑊۲) ، 𝑊۱ +𝑊۲ = {𝑢 + 𝑣 |𝑢 ∈𝑊۱ , 𝑣 ∈𝑊۲}
کنیم: ثابت است لازم

𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴+𝐵)+𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴𝐵) ≥ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴)+𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐵) = 𝐷𝑖𝑚(𝑊۱)+𝐷𝑖𝑚(𝑊۲) = 𝐷𝑖𝑚(𝑊۱+𝑊۲)+𝐷𝑖𝑚(𝑊۱∩𝑊۲)
𝑥 ∈ (𝑊۱ +𝑊۲) → 𝐴𝐵𝑥 = 𝐴𝐵(𝑢 + 𝑣)|𝑢 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝐴) ، 𝑣 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝐵) → 𝐴𝐵(𝑢 + 𝑣) = 𝐴𝐵𝑢 = 𝐵𝐴𝑢 = ۰

که: گرفت نتیجه میتوان بالا معادلات از
𝐷𝑖𝑚(𝑊۱ +𝑊۲) ≤ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴𝐵)

𝑥 ∈𝑊۱ ∩𝑊۲ → 𝐴𝑥 = ۰ anⅾ 𝐵𝑥 = ۰ → (𝐴 + 𝐵)𝑥 = ۰

که: گرفت نتیجه میتوان بالا معادلات از
𝐷𝑖𝑚(𝑊۱ ∩𝑊۲) ≤ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴 + 𝐵)

بͽیریم. نتیجه را حͺم میتواینم آمده بدست نامساوی دو از
میͺنیم. سادە تر کمͬ را حͺم ابتدا در (ج)

(𝐴𝑇𝑥)𝑇(𝐴𝑥) = 𝑥𝑇𝐴𝐴𝑥 = 𝑥𝑇𝐴۲𝑥 = ۰

و 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴 + 𝐴𝑇) فضاهای که است این امر این جالب نتایج از میباشند. عمود هم بر 𝐴𝑇𝑥 و 𝐴𝑥 بردارهای بنابراین
گرفت. نتیجه را دیͽری میتوان سمت هر برقراری از که چرا میباشند. برابر 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴) ∩ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴𝑇)
𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴 + 𝐴𝑇) = ۲𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) → 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴 + 𝐴𝑇) = ۲𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴) − 𝑛

→ 𝐷𝑖𝑚(𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴) ∩ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴𝑇)) = ۲𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴) − 𝑛
→ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴) + 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴𝑇) − 𝐷𝑖𝑚(𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴) + 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴𝑇)) = ۲𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴) − 𝑛

→ 𝐷𝑖𝑚(𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴) + 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴𝑇)) = 𝑛

باشید داشته درنظر ابتدا اینکار برای .𝐷𝑖𝑚(𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴) + 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴𝑇)) = 𝑛 دهیم نشان که است کافͬ حͺم اثبات برای بنابراین
در بردار هر همچنین و است عمود دیͽری های عضو تمام به آنها از ͬͺی در عضو هر که معنا این به .𝐶𝑜𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴)⊥ = 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴𝑇) که

نوشت. دو این از جمعͬ صورت به میتوان را ℝ𝑛 فضای

𝑥 ∈ ℝ𝑛 → 𝑥 = 𝑢 + 𝑣 | 𝑢 ∈ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴𝑇) anⅾ 𝑣 ∈ 𝐶𝑜𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴)
بͽیرید. درنظر را 𝐶𝑜𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴) درون عضوی حال

𝑥 ∈ 𝐶𝑜𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴) → ∃𝑧𝐴𝑧 = 𝑥 → 𝐴۲𝑧 = 𝐴𝑥 = ۰ → 𝑥 ∈ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴)
که میشود ثابت بنابراین نوشت. 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴𝑇) و 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴) درون های عضو از جمعͬ صورت به میتوان را ℝ𝑛 درون عضو هر پس

میشود. ثابت حͺم و 𝐷𝑖𝑚(𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴) + 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴𝑇)) = 𝑛

۳



از استفاده با بعد و 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑄𝐴) = 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴) کنیم ثابت است کافͬ اینکار برای .𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑄𝐴) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴) که میͺنیم ثابت ابتدا در (د)
میشود. اثبات شده خواسته حͺم rank−nuⅼⅼity

.𝑥 = ۰ که گرفت نتیجه میتوان آنگاه 𝑄𝑥 = ۰ باشیم داشته دلخواه 𝑥 ازای به اگر بنابراین میباشد رنک فول 𝑄 که باشید داشته نظر در را نکته این
: داریم پس 𝑄𝐴𝑥 = 𝑄(𝐴𝑥) = 𝑄(۰) = ۰ داریم آنگاه 𝑥 ∈ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑆𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴) کنید فرض

𝑁𝑢𝑙𝑙𝑆𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴) ⊆ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑆𝑝𝑎𝑐𝑒(𝑄𝐴)
: پس 𝐴𝑥 = ۰ که گرفت نتیجه میتوان گفتیم پیشتر که چیزی به توجه با 𝑄𝐴𝑥 = ۰ کنید فرض دیͽر بار حال

𝑁𝑢𝑙𝑙𝑆𝑝𝑎𝑐𝑒(𝑄𝐴) ⊆ 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑆𝑝𝑎𝑐𝑒(𝐴)
.𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑄𝐴) = 𝑁𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴) که بͽیریم نتیجه میتوانیم آمده دست به زیرمجموعە ای رابطه دو از

میشود. نتیجه راحتͬ به سوال صورت دیͽر قسمت است، فول رنک هم 𝑃𝑇 آنگاه باشد فول رنک 𝑃 اگر اینکه به توجه با

𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴𝑃) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑃𝑇𝐴𝑇) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴𝑇) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐴)
: کنید اثبات را زیر موراد ،𝑚 ≥ 𝑛 و باشد 𝑚 × 𝑛 ماتریس 𝐴 کنید فرض نمره) ۳۵) ۵ پرسش

میͺنند. صدق زیر معادله در که دارند وجود 𝐶 و 𝐵 ماتریس که دهید نشان ( نمره ۱۰ ) ](آ)
𝐼𝑚 ۰
−𝐴𝑇 𝐼𝑛

]
𝐵
[
𝐼𝑚 −𝐴
۰ 𝐼𝑛

]
=
[
𝐼𝑚 ۰
۰ 𝐼𝑛 − 𝐴𝑇𝐴

]
[
𝐼𝑛 ۰
−𝐴 𝐼𝑚

]
𝐶
[
𝐼𝑛 −𝐴𝑇
۰ 𝐼𝑚

]
=
[
𝐼𝑛 ۰
۰ 𝐼𝑚 − 𝐴𝐴𝑇

]
میباشد. ستون و سطر 𝑘 با همانͬ ماتریسͬ 𝐼𝑘 که

.𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑚 − 𝐴𝐴𝑇) − 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑛 − 𝐴𝑇𝐴) = 𝑚 − 𝑛 دهید نشان ( نمره ۱۵ ) (ب)

پاسخ

: بͽیرید نظر در صورت این به را 𝐶 و 𝐵 ماتریس های (آ)

𝐵 =
[
𝐼𝑚 𝐴
𝐴𝑇 𝐼𝑛

]
𝐶 =

[
𝐼𝑛 𝐴𝑇

𝐴 𝐼𝑚

]
میباشند. برقرار که میͺنیم مشاهده شده خواسته معادلات در 𝐶 و 𝐵 ماتریس دادن قرار با

که: دهیم نشان میتوانیم هستند، فول رنک 𝐶 و 𝐵 ماتریس های راست سمت و چپ سمت در شده ضرب ماتریس های اینکه به توجه با (ب)

𝑅𝑎𝑛𝑘(
[
𝐼𝑚 𝐴
𝐴𝑇 𝐼𝑛

]
) = 𝑚 + 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑛 − 𝐴𝑇𝐴)

𝑅𝑎𝑛𝑘(
[
𝐼𝑛 𝐴𝑇

𝐴 𝐼𝑚

]
) = 𝑛 + 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑚 − 𝐴𝐴𝑇)

را آن رنک و است شده انجام آن روی ستونͬ و سطری های جابە جایی فقط که چرا 𝑅𝑎𝑛𝑘(
[
𝐼𝑛 𝐴𝑇

𝐴 𝐼𝑚

]
) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(

[
𝐼𝑚 𝐴
𝐴𝑇 𝐼𝑛

]
) که کنید دقت و

: داریم بنابراین نمیدهد. تغییر

𝑚 + 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑛 − 𝐴𝑇𝐴) = 𝑛 + 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑚 − 𝐴𝐴𝑇) → 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑚 − 𝐴𝐴𝑇) − 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑛 − 𝐴𝑇𝐴) = 𝑚 − 𝑛
میͺنیم. تعریف زیر صورت به را 𝑇۱ : ℝ۳ → ℝ۲ خطͬ تبدیل نمره) ۲۵) ۶ پرسش

𝑇۱(𝑥) =
[

𝑒𝑇۱ 𝑥(𝑒۲ + 𝑒۳)𝑇𝑥
]

میͺنیم. تعریف درجه ۹۰ اندازه به دوران را 𝑇۲ : ℝ۲ → ℝ۲ تبدیل همچنین

𝑇۲(
[
𝑥۱
𝑥۲

]
) =

[−𝑥۲
𝑥۱

]
۴



میͺنیم. تعریف 𝑇۲ بعد و 𝑇۱ ترکیب صورت به را 𝑇۲ ◦ 𝑇۱ : ℝ۳ → ℝ۲ همچنین

(𝑇۲ ◦ 𝑇۱)(𝑥) = 𝑇۲(𝑇۱(𝑥))
خیر. یا هست onto جدید تبدیل این کنید مشخص ( نمره ۱۲ ) (آ)

خیر. یا هست ͷی به ͷی جدید تبدیل این کنید مشخص ( نمره ۱۳ ) (ب)

پاسخ

است کافͬ که چرا است. 𝑥 با برابر جدید تبدیل تحت 𝑦 تصویر که دارد وجود ℝ۳ در 𝑦 مانند عضوی 𝑥 =
[
𝑥۱
𝑥۲

]
مانند ℝ۲ درون عضو هر ازای به (آ)

دهیم: قرار

𝑦 =


𝑥۲
۰

−𝑥۱


𝑇۲(𝑇۱(𝑦)) = 𝑇۲(

[
𝑥۲
−𝑥۱

]
) =

[
𝑥۱
𝑥۲

]
است. onto تبدیل این پس

میباشد. یͺسان زیر بردار دو تصویر مثال طور به نمیباشد. ͷبە ی ͷی جدید تبدیل این که است واضح (ب)

𝑦۱ =


𝑥۱
۰
𝑥۲

 ، 𝑦۲ =


𝑥۱
𝑥۲
۰


(𝑇۲ ◦ 𝑇۱)(𝑦۱) = 𝑇۲(

[
𝑥۱
𝑥۲

]
) =

[−𝑥۲
𝑥۱

]
(𝑇۲ ◦ 𝑇۱)(𝑦۲) = 𝑇۲(

[
𝑥۱
𝑥۲

]
) =

[−𝑥۲
𝑥۱

]
این در که چرا باشد ͷی به ͷی نمیتواند هیچͽاه 𝑚 > 𝑛 که طوری به 𝑓 : ℝ𝑚 → ℝ𝑛 فرم به تبدیلͬ که باشید داشته توجه کلͬ طور به همینطور

میباشد. اولیه فرض خلاف این و 𝑛 ≥ 𝑚 که گرفت نتیجه میتوان صورت

۲۳:۵۹:۵۹ ساعت ۱۴۰۱̸۸̸۳ تاخیر: با ،۲۳:۵۹:۵۹ ساعت ۱۴۰۱̸۸̸۱۳ ارسال: مهلت نمره) ۳۰) عملͬ پرسش های
مؤلفە های تعداد به شود حذف گراف از اگر که است یالͬ گراف در پل کنیم. پیدا را گراف ͷی درون های پل میخواهیم سوال این در نمره) ۳۰) ۱ پرسش
آن توان های و مجاورت ماتریس از فقط سوال حل برای که معنا این به شود. حل جبرخطͬ مفاهیم با سوال این است لازم میشود. افزوده گراف در همبندی

کنید. استفاده میتوانید
ورودی

با هرخط در آن های درایه که میشود. داده شما به گراف مجاورت ماتریس بعدی خط 𝑛 در است. گراف رئوس تعداد که میشود داده 𝑛 شما به ابتدا در
میباشد. همبند شده داده گراف میشود تضمین اند. شده جدا هم از فاصله

خروجͬ
به باشد. کوچͺتر اول راس عدد که طوری به میدهیم نشان آن انتهای و ابتدا راس دو با هارا یال از هرکدام شود. برگردانده گراف های پل باید خروجͬ در
اساس بر ابتدا باید ͬ آیند م خروجͬ در که هایی یال میدهیم. نشانش (۱۰, ۲۰) دوتایی صورت به باشد داشته قرار ۲۰ و ۱۰ راس دو بین یالͬ اگر مثال طور
همچنین کنید. چاپ none خروجͬ در نداشت پلͬ گراف اگر شوند. چاپ جداگانه خطوط در و باشند شده مرتب دوم عنصر اساس بر بعد و اول عنصر

شدە اند. گذاری شماره 𝑛 − ۱ تا ۰ از ها راس
مثال

است. شده داده قرار نمونه کیس تست چند ادامه در
: ۱ نمونه ورودی

5
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 1 1 1 0

۵



: ۱ نمونه خروجͬ
0 2
1 4
2 4
3 4

: ۲ نمونه ورودی
5
0 1 0 1 1
1 0 0 0 0
0 0 0 1 1
1 0 1 0 0
1 0 1 0 0

: ۲ نمونه خروجͬ
0 1

شده ناهمبند گراف اگر میباشد، همبند اولیه گراف اینکه به توجه با میͺنیم، حذف را گراف درون های یال از ͷی هر ابتدا در سوال، این حل برای پاسخ
است. بوده پل ͷی یال این که بͽوییم میتوانیم باشد

: میͺنیم استفاده زیر روش از مجاورت ماتریس ͷی همبندی کردن ͷچ برای حال

هم به ماتریسͬ هیچ در راس دو این (𝑛 − ۱ تا ۲ از ) مجاورت ماتریس توان های در اگر مینامیم. 𝑗 و 𝑖 را است شده برداشته گراف از که یالͬ سر دو
کنیم. پیدا هارا پل تمام میتوانیم روش این از استفاده با نیست. همبند دیͽر گراف آنگاه نداشتند، مسیر

است. شده گفته الͽوریتم از پیادە سازی ͷی زیر کد

۱ import numpy as np
۲

۳ def calc(matrix, n):
۴ mul = np.matmul(matrix, matrix)
۵ sum_of_paths = mul.copy()
۶ for _ in range(n-2):
۷ mul = np.matmul(mul, matrix)
۸ sum_of_paths += mul
۹ return sum_of_paths

۱۰

۱۱

۱۲ n = int(input())
۱۳

۱۴ matrix=n*[0]
۱۵ for i in range(n):
۱۶ matrix[i] = list(map(float, input().split()))
۱۷

۱۸ matrix = np.array(matrix)
۱۹

۲۰ is_none = True
۲۱

۲۲ for i in range(n):
۲۳ for j in range(i+1, n):
۲۴ if(matrix[i][j] == 1):
۲۵ new_matrix = matrix.copy()
۲۶ new_matrix[i][j] = 0
۲۷ new_matrix[j][i] = 0
۲۸ sum = calc(new_matrix, n)
۲۹ if(sum[i][j] == 0):
۳۰ print(i, j)
۳۱ is_none = False
۳۲

۳۳ if is_none:
۳۴ print("none")

۶


