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نرم و بعد پنجم: کاهش تمرین

A ∈ Rn×m است: مقابل صورت به A ماتریس کنید فرض پرسش۱
پیروی  آن ترانهاده یا و A ماتریس SVⅮ تجزیه خاصیت از زیر روابط همه که دهید نشان اکنون م باشد. r آن رنک و بوده ناصفر ماتریس این

(A = UΣV T ) م کنند.

Avi =

{
σiui i = ۱, ۲, ..., r
۰ i = r + ۱, r + ۲, ...,m

ATui =

{
σivi i = ۱, ۲, ..., r
۰ i = r + ۱, r + ۲, ..., n

هستند. V و U ستون های ترتیب به v۱, v۲, ..., vm و u۱, u۲, ..., un که شود توجه

داریم ر دی عبارت به پس V V T = I : یعن م باشد orthogonaⅼ ماتریس ی V که م دانیم و م کنیم شروع A = UΣV T تجزیه با .۱ سوال پاسخ

AV = UΣ

نمایش صورت به را U ماتریس حال .σ۱ ≥ σ۲ ≥ ... ≥ σr ≥ ۰ و Σ = diag(σ۱, σ۲, ..., σr, ۰, ...۰) ∈ Rn×m که حقیقت این از استفاده با حال
م ٔهیم یل تش آن ستون های

U = [u۱|u۲|...|un]

سپس

UΣ = [u۱|u۲|...|un]



σ۱
σ۲

. . .
σr

. . .


= [σ۱u۱|σ۲u۲|...|σrur|۰|...|۰]

بود خواهد زیر صورت به نتیجه و V ستون های برحسب م کنیم نویس باز را چپ طرف حال

AV = [Av۱|Av۲| . . . |Avm]

را: سوال فرض داریم نظر در ابتدا خیر. یا هستند برابر م کنم بررس شده، بیان عبارت راست و چپ طرف دقیق مقایسه با نتیجه }در
σiui i = ۱, ۲, ..., r
۰ i = r + ۱, r + ۲, ...,m

برابر اند. راست و چپ طرف در شده داده عبارات که م یابیم در حال
کنید. transpose را آن و یرید ب نظر در را A = UΣV T رابطه حال

AT = (UΣV T )T = (V T )TΣTUT = V ΣTUT

داریم پس UTU = I داریم است orthogonaⅼ ماتریس U که دلیل این به مجدد که داریم توجه نکته این به نیز طرف از

ATU = V ΣT .

۱



م دهیم. قرار برابر و محاسبه را راست و چپ طرف کردیم عمل قبل قسمت در آنچه مشابه

ATU = [ATu!|ATu۲| . . . |ATun] = [σ۱v۱|σ۲v۲| . . . |σrvr|۰| . . . |۰] = V ΣT .

یعن سوال فض گرفتن نظر در با که

ATui =

{
σivi i = ۱, ۲, ..., r
۰ i = r + ۱, r + ۲, ..., n

کردیم. اثبات را بوده مطلوب که آنچه

که معنا این به ) T, S ∈ L(V ) که طوری به باشند تبدیل دو T و S که کنید فرض همچنین باشد. متناه بعد با برداری فضای ی V کنید فرض پرسش۲
هستند. سان ی ویژه مقادیر دارای ST و TS ماتریس های که کنید ثابت .( هستند خودش به V فضای از خط تبدیل هایی S و T

نیز TS ویژه مقادیر مجموعه در باشد، ST ماتریس وِیژه مفادیر مجموعه در که عددی هر دهیم نشان است لازم م، ح این اثبات برای .۲ سوال پاسخ
است. نتیجە گیری قابل مشابه طور به ر دی طرف و م کنیم اثبات را شده گفته رابطه طرف ی بالعکس. و است موجود

.STv = λv که طوری به باشد، v ویژه مقدار این با متناظر ویژه بردار م کنیم فرض همچنین باشد. ST ویژه مقادیر از ی λ کنیم فرض
داریم: بنابرین .Tv ̸= ۰ که کنیم م فرض حال

TS(Tv) = T (STv) = T (λv) = λTv

است. Tv متناظر وِیژه بردار با TS ماتریس برای ویژه مقدار ی λ صورت این در
که م گیریم نظر در را حالت حال

Tv = ۰ (i)

،
.λ = ۰ که م شود نتیجه ،STv = λv همچنین و باشد، صفر بردار نم تواند تعریف طبق و است ST ماتریس ویژه بردار v اینکه به توجه با صورت این در
یافت w ∈ V مانند ناصفر برداری نتیجه، در نیست. معکوس پذیر نیز TS نتیجه در نیست. معکوس پذیر T که م دانیم v بودن ناصفر و (i) طبق طرف از

است. نیز TS ماتریس برای ویژه مقدار ی λ = ۰ نتیجه در .TSw = ۰ که طوری به م شود،
است. نیز TS ویژه مقادیر جزو ( ST از دلخواه ویژه مقدار هر ) λ ، حالت هر در بنابرین

یرید. ب نظر در را A =

۹ ۰ ۳
۰ ۴ ۴
۳ ۴ ۶

 معین مثبت ماتریس پرسش۳

بیابید. را A ماتریس ⅽhoⅼesky تجزیە ی (آ)

بیابید. را Ax =

۱۲
۱۲
۱۷

 معادلە ی پاسخ قبل، قسمت نتیجە ی کم به (ب)

بود. خواهد زیر صورت به ⅽhoⅼesky تجزیە ی (آ) ۳ پاسخ

A =

۹ ۰ ۳
۰ ۴ ۴
۳ ۴ ۶

 =

R۱۱ ۰ ۰
R۱۲ R۲۲ ۰
R۱۳ R۲۳ R۳۳

R۱۱ R۱۲ R۱۳
۰ R۲۲ R۲۳
۰ ۰ R۳۳


R۱۱ =

√
A۱۱ =

√
۹ = ۳, R۱,۲:۳ = ۱

R۱۱
A۱,۲:۳ ⇒

[
R۱۲ R۱۳

]
= ۱

R۱۱

[
۰ ۳

]
=

[
۰ ۱

]
⇒

⇒ A =

۹ ۰ ۳
۰ ۴ ۴
۳ ۴ ۶

 =

۳ ۰ ۰
۰ R۲۲ ۰
۱ R۲۳ R۳۳

۳ ۰ ۱
۰ R۲۲ R۲۳
۰ ۰ R۳۳


A۲:۳,۲:۳ −RT

۱,۲:۳R۱,۲:۳ = RT
۲:۳,۲:۳R۲:۳,۲:۳ ⇒

[
۴ ۴
۴ ۶

]
−
[

۰
۱

] [
۰ ۱

]
=

[
R۲۲ ۰
R۲۳ R۳۳

] [
R۲۲ R۲۳

۰ R۳۳

]
⇒

⇒
[

۴ ۴
۴ ۵

]
=

[
R۲۲ ۰
R۲۳ R۳۳

] [
R۲۲ R۲۳

۰ R۳۳

]

R۲۲ =
√

۴ = ۲, R۲,۳ = ۱
۲ × ۴ = ۲ ⇒

[
۴ ۴
۴ ۵

]
=

[
۲ ۰
۲ R۳۳

] [
۲ ۲
۰ R۳۳

]

۲



R۲
۳۳ = ۵ − ۲ × ۲ = ۱ ⇒ R۳۳ = ۱

A =

۹ ۰ ۳
۰ ۴ ۴
۳ ۴ ۶

 =

۳ ۰ ۰
۰ ۲ ۰
۱ ۲ ۱

۳ ۰ ۱
۰ ۲ ۲
۰ ۰ ۱


م کنیم. استفاده شده داده دستگاه کردن حل برای تجزیه این از حالا (ب)

Ax = b ⇒ RTRx = b

y := Rx ⇒ RT y = b

RT y = b ⇒

۳ ۰ ۰
۰ ۲ ۰
۱ ۲ ۱

y۱
y۲
y۳

 =

۱۲
۱۲
۱۷

 ⇒


y۱ = ۴
y۲ = ۶
۴ + ۲ × ۶ + y۳ = ۱۷ ⇒ y۳ = ۱

Rx = y ⇒

۳ ۰ ۱
۰ ۲ ۲
۰ ۰ ۱

x۱
x۲
x۳

 =

۴
۶
۱

 ⇒


x۳ = ۱
۲ × x۲ + ۲ × ۱ = ۶ ⇒ x۲ = ۲
۳ × x۱ + ۱ = ۴ ⇒ x۱ = ۱

⇒ x =

۱
۲
۱


کنید: تعریف را A بە نام n × n ماتریس اکنون . α = ۲

vT v
دهید: قرار را α . vT v ̸= ۰ که باشد Rn در صفر غیر بردار ی v کنید فرض پرسش۴

.A−۱ = A کنید: ثابت است.) n× n همان ماتریس I (ماتریس . A = I − αvvT

است: متقارن ماتریس ی A ماتریس که م دهیم نشان ابتدا ۴ پاسخ

AT = (I − αvvT )T = IT − (αvvT )T = I − α(vT )T vT

= I − αvvT = A ⇒ AT = A

AA = I کنیم: ثابت م خواهیم اکنون است. متقارن ماتریس A پس ،AT = A که آن جایی از

AA = (I − αvvT )(I − αvvT ) = I(I − αvvT )− αvvT (I − αvvT ) = I − αvvT − αvvT + α۲vvT vvT (۱)

که: کنید دقت
vvT vvT = v(vT v)vT = v(

۲
α
)vT =

۲
α
vvT

(۱)−−→ AA = I − ۲αvvT + α۲ ۲
α
vvT = I

⇒ AA = I ⇒ A−۱ = A

م شود. ثابت م ح بنابراین

۳


