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۱۴۰۲ پاییز

Basis اسلاید قضایای

۱ مثال

است؟ تا ی ی کدام

خاص. پایه ی اساس بر بردار ی دادن نشان (آ)

.R۲ برای پایه (ب)

قبل. مورد برای ه ی پایەهای (ج)

است. تضاد در پایه خط استقلال با مورد این نبودن تا ی (آ)
مثال طور به نیستند. تا ی پایەها کل طور به (ب)
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م کند. نقض هم را مورد این در قبل مثال (ج)

۱



۲ مثال

چیست؟ Pn(R) برای استاندارد پایه (آ)

هستند؟ P۲(R۲) برای پایه ی x۲ و x+ ۱ و x− ۱ آیا (ب)

با است برابر Pn(R) برای استاندارد پایه (آ)
۱, x, x۲, . . . , xn

دهیم قرار است کاف میسازند. را ax۲ + bx+ c فرم به تابع هر تابع ۳ این که دهیم نشان باید اول (ب)

α۱ = a , α۲ =
b+ c

۲
, α۳ =

b− c

۲

داشت خواهیم انگاه
α۱x

۲ + α۲(x+ ۱) + α۳(x− ۱) = ax۲ + bx+ c

دهیم. نشان را آن ها استقلال باید م سازند را توابع همه دادیم نشان که حال

α۱x
۲ + α۲(x+ ۱) + α۳(x− ۱) = ۰

=⇒ α۱ = ۰ , α۲ + α۳ = ۰ , α۲ − α۳ = ۰

=⇒ α۱ = ۰ , α۲ = ۰ , α۳ = ۰

۲



۱ قضیه

نیست. m از بیشتر تعدادش V خط مستقل بردارهای از مجموعه هر آنگاه باشد. برداری فضای ی برای پایه ی x۱, . . . , xm کنید فرض

x۱, . . . , xm اساس بر م توانیم هارا vi از هرکدام م توانیم م باشد پایه ی X چون حال باشد. بیشتر m از V مجموعه اعضای تعداد که م کنیم فرض ابتدا در
بنویسیم.

vi =

m∑
j=۱

αijxj

معادله جواب تنها هستند مستقل ها vi اینکه به توجه با حال
n∑

i=۱
βivi = ۰

داریم اما باشد ∀iβi = ۰ با برابر باید
n∑

i=۱
βi

m∑
j=۱

αijxj =

m∑
j=۱

xj

n∑
i=۱

βiαij = ۰

داریم. پس است خط مستقل مجموعه ی پس است پایه ی X اینکه به توجه با

∀j
n∑

i=۱
βiαij = ۰
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ی حداقل هستند، بیشتر معادلات تعداد از متغیر ها تعداد از معادلات تعداد اینکه به توجه با کنیم، حل سطری عملیات های با را معادله این بخواهیم اگر حال

است. تضاد در ها vi خط استقلال با این و دارد غیربدیه جواب ها β برای معادله این بنابراین داشت. خواهیم free variabⅼe

۳



۲ قضیه

دارند. اعضا برابری تعداد فضا این برای پایه مجموعه دو هر آنگاه باشد، متناه بعد با فضایی ی V اگر

داریم ۱ قضیه طبق آنگاه باشند. n۲ و n۱ اعضای تعداد با V۲ و V۱ کنید فرض

n۱ ≤ n۲ , n۲ ≤ n۱

=⇒ n۱ = n۲

۴



۳ مثال

کنید. مشخص هرمورد برای را استاندارد پایه و بعد
Fn (آ)

Pn (ب)

Mm,n (ج)

.P ، aⅼⅼ poⅼynoⅿiaⅼs (د)

.F ، aⅼⅼ funⅽtions (ه)

.C، aⅼⅼ ⅽontinuous funⅽtions (و)

با است برابر استاندراد پایه (آ)
e۱, . . . , en

است. n آن ها تعداد با برابر هم آن بعد و
با است برابر استاندارد پایه (ب)

۱, x, x۲, . . . , xn

است. n+ ۱ آن ها تعداد با برابر بعد و
با است برابر آن ها برای استاندارد پایه (ج)

E۱۱, . . . , Emn

م شود. تعریف زیر صورت به آن ها از هرکدام که

[Emn]ij =

{
۱ i = m, j = n

۰ OW

است. mn با برابر آن بعد
با است برابر آن پایەهای و م باشد نامتناه بعد با فضا این (د)

۱, x, . . .

با است برابر آن پایەهای از ی و دارد نامتناه بعد مورد این (ه)
ejw , w ∈ R

. قبل مورد مانند (و)

۵



۳ قضیه

{x۱, . . . , xn, u} مجموعه آنگاه باشد. نداشته قرار آن ها span در u که باشد خط مستقل مجموعه Sی = {x۱, . . . , xn} مجموعه که کنید فرض
است. خط مستقل مجموعه ی هم

داریم آن ها ازای به و نیستند صفر آن ها همه که دارند وجود α۱, . . . , αn+۱ ضرایب یعن نباشد. اینطور کنید فرض

α۱x۱ + · · ·+ αn+۱u = ۰

آنگاه αn+۱ = ۰ باشیم داشته اگر حال
α۱x۱ + · · ·+ αnxn = ۰ =⇒ ∀iαi = ۰

آنگاه αn+۱ ̸= ۰ باشیم داشته اگر است. تناقض که

u =
۱

αn+۱

n∑
i=۱

αixi

ندارند. وجود ضرایبی چنین بنابراین است. فرض خلاف هم باز که

۶



۴ قضیه

م باشد. W برای پایه ی از بخش W از خط مستقل زیرمجموعه هر بنابراین باشد V از زیرفضایی W کنید فرض

ی اینصورت غیر در است. شده ثابت م ح کند span کامل طور به را W مجموعه این اگر بنامیم. را X خط مستقل مجموعه این که کنید فرض ابتدا در
خط استقلال ۳ قضیه طبق که کنید دقت شود. span W که م دهیم ادامه جایی تا را کار این م کنیم. اضافه آن به را ندارد قرار span این در که W از عضو

است. ⅾiⅿ(W ) مساوی یا تر کوچ همواره مجموعه این اعضا تعداد ۱ قضیه طبق بنابراین نم شود تغییر دستخوش اه هیچ مجموعه

۷



۵ قضیه

.ⅾiⅿ(W ) < ⅾiⅿ(V ) داریم آنگاه باشد. متناه بعد با V از سره زیرفضای ی W کنید فرض

S = پایه این کنید فرض نم شود. ساخته W پایه توسط که دارد وجود V در u عضو ی حداقل م دانیم سوال صورت طبق یرید. ب نظر در را W پایه
است. خط مستقل خود زیر مجموعه بنابراین .n = ⅾiⅿ(W ) داریم که باشد {x۱, . . . , xn}

{x۱, . . . , xn, u}

داریم ۱ قضیه طبق و است ⅾiⅿ(W ) + ۱ آن ها تعداد که
ⅾiⅿ(W ) + ۱ ≤ ⅾiⅿ(V )

=⇒ ⅾiⅿ(W ) < ⅾiⅿ(V )

۸



۶ قضیه

داریم که کنید ثابت باشند. زیرفضا دو W۱,W۲ کنید فرض

ⅾiⅿ(W۱) + ⅾiⅿ(W۲) = ⅾiⅿ(W۱ ∩W۲) + ⅾiⅿ(W۱ +W۲)

داریم اینکه به توجه با باشد. W۱ ∩W۲ برای پایەای {u۱, . . . uk} که کنید فرض

W۱ ∩W۲ ⊆ W۱ , W۱ ∩W۲ ⊆ W۲

W۲ که داد گسترش {u۱, . . . , uk, y۱, . . . , yn} صورت به و W۱ که که داد گسترش {u۱, . . . , uk, x۱, . . . , xm} صورت به م توان را مجموعه این انگاه
شد. خواهد بیشتر k از W۱ ∩W۲ بعد نباشد اینطور اگر م باشد. خط مستقل {u۱, . . . , uk, x۱, . . . , xm, y۱, . . . , yn} که کنید دقت حال کند. span را

م کند. span را W۱ +W۲ فضای که {u۱, . . . , uk, x۱, . . . , xm, y۱, . . . , yn} که دهیم نشان اگر نشان حال

x ∈ W۱ +W۲ =⇒ x = x۱ + x۲ , x۱ ∈ W۱, x۲ ∈ W۲

x۱ =

k∑
i=۱

αiui +

m∑
i=۱

βixi , x۲ =

k∑
i=۱

γiui +

n∑
i=۱

λiyi

x =

k∑
i=۱

(αi + γi)ui +

m∑
i=۱

βixi +

n∑
i=۱

λiyi

داریم پس
ⅾiⅿ(W۱) = k +m, ⅾiⅿ(W۲) = k + n, ⅾiⅿ(W۱ ∩W۲) = k, ⅾiⅿ(W۱ +W۲) = k +m+ n

۹



۴ مثال

کنید. تصویر ۱, x, x۲ پایەهای روی بر را ۴ − x+ ۳x۲ بردار

داریم ۴
−۱
۳
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۷ قضیه

ساخته S توسط تا ی صورت به p آنگاه باشد. مجموعه این آفین span در p و باشد. آفین مستقل مجموعه ی S = {v۱, . . . , vk} که کنید فرض
م شود.

م توان مختلف روش دور به که کنید فرض حال بسازیم. را p بردار S از م خواهیم حال م باشد. خط مستقل {[v۱, ۱], . . . , [vk, ۱]} مجموعه که م دانیم
ساخت. را آن

k∑
i=۱

αivi = p ,

k∑
i=۱

α۱ = ۱ =⇒
k∑

i=۱
αi[vi, ۱] = [p, ۱]

k∑
i=۱

βivi = p ,

k∑
i=۱

β۱ = ۱ =⇒
k∑

i=۱
βi[vi, ۱] = [p, ۱]

داریم دو این تفاضل از

=⇒
k∑

i=۱
(αi − βi)[vi, ۱] = ۰

داریم خط استقلال به توجه با
∀i αi = βi

م باشد. تا ی پس

۱۱



۵ مثال

بنویسید. c =
[

۹
۳

]
و b =

[
۳
۰

]
و a =

[
۱
۷

]
آفین ترکیب اساس بر را p =

[
۵
۳

]
بردار

کنیم. پیدا را زیر ضرایب ۹باید ۳ ۱
۳ ۰ ۷
۱ ۱ ۱

x۱
x۲
x۳

 =

۵
۳
۱


داریم

x۱ =
۵

۱۲
, x۲ =

۱
۳
, x۳ =

۱
۴

۱۲


