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Orthogonaⅼity اسلاید قضایای

۱ مثال

است. عمود برداری هر به صفر بردار (آ)

است. عمود دو به دو مجموعه ی Rn استاندارد پایه (ب)

داریم داخل ضرب تعریف به توجه با (آ)

0Tx =

n∑
i=۱

۰ × xi = ۰

با است برابر Rn برای استاندارد پایه که م دانیم (ب)
e۱, . . . , en

م دانیم آنها از هرکدام برای که

eTi ej =

{
۱ i = j

۰ O.W

م باشد. عمود پایه مجموعه این پس

۱



۱ قضیه

م سازد. که است فضایی برای پایه ی م باشد عمود دو به دو ناصفر بردار k شامل که S مجموعه که کنید ثابت (آ)

م باشد. V برای پایه مجموعه این n = k ازای به که کنید ثابت باشد V = Rn برداری فضای در بردارها اگر (ب)

م باشند. خط مستقل S = {a۱, . . . , ak} که کنیم ثابت است کاف اول گزاره اثبات برای (آ)

c۱a۱ + · · ·+ ckak = ۰ =⇒ (c۱a۱ + · · ·+ ckak)
Tai = ۰ =⇒ cia

t
iai = ۰

داریم پس نیست صفر aTi ai مقدار که میدانیم م باشند ناصفر بردارها اینکه به توجه با

ci = ۰

م باشد. خط  مستقل مجموعه این پس
u مانند عضوی یعن نم سازد را V در اعضا تمام مجموعه این کنید فرض .ⅾiⅿ(V ) = n که م دانیم همینطور .n = k داریم که کنید فرض حال (ب)

م باشد. خط  مستقل زیر مجموعه آن ازای به که دارد وجود

{a۱, . . . , ak, u}

تمام S مجموعه بنابراین است. تناقض این که م باشد ⅾiⅿ(V ) از بیشتر یعن n + ۱ خط مستقل مجموعه این اعضای تعداد که م دانیم همینطور
م باشد. عمود پایه ی و م سازد را برداری فضای در اعضا

۲



۲ قضیه

.W⊥ ∩W = {0} داریم و است فضا زیر ی W⊥ دهید نشان

دارد. را شده خواسته خاصیت ۳ فضا این که دهیم نشان است کاف ابتدا در

∀x∈W : 0Tx = ۰ =⇒ 0 ∈ W⊥

u, v ∈ W⊥ =⇒ ∀x∈W : uTx = ۰, vTx = ۰ =⇒ ∀x∈W : (u+ v)Tx = ۰ =⇒ u+ v ∈ W⊥

u ∈ W⊥, c ∈ F =⇒ ∀x∈W : uTx = ۰ =⇒ ∀x∈W : (cu)Tx = ۰ =⇒ cu ∈ W⊥

باشد مشترک مجموعه دو این در عضو ی کنید فرض حال

u ∈ W,u ∈ W⊥ =⇒ uTu = ۰ =⇒ u = 0

م باشد. صفر عضو آن ها اشتراک عضو تنها بنابراین

۳



۲ مثال

کنید پیدا را زیر بردار ۳ توسط شده ساخته فضای برای عمود پایه

a =

۱
۰
۱

 b =

۱
۰
۰

 , c =

۲
۱
۰



داریم ابتدا در م کنیم. اجرا بردارها این روی بر را اشمیت گرام وریتم ال

q۱ =
a

|a|
=

√
۲

۲

۱
۰
۱


م کنیم. کم آن از و م کنیم تصویر q۱ روی بر را b حال

q̂۲ = b− (bT q۱)q۱ =

۱
۰
۰

− ۱
۲

۱
۰
۱

 =

 ۱
۲
۰
− ۱

۲



q۲ =
q̂۲

|q̂۲|
=

√
۲

۲

 ۱
۰
−۱


م کنیم. تکرار c برای را همینکار حال

q̂۳ = c− (cT q۱)q۱ − (cT q۲)q۲ =

۲
۱
۰

−

۱
۰
۱

−

 ۱
۰
−۱

 =

۰
۱
۰



q۳ =
q̂۳

|q̂۳|
=

۰
۱
۰



۴



۳ مثال

کنید. معرف زیر داخل ضرب به توجه با عمود پایه ی P۲(x) فضای برای

< f, g >=

∫ ۱

−۱
f(x)g(x) dx

م کنیم. اجرا آن ها روی بر را وریتم ال حال م باشد. فضا این برای پایه ی 1, x, x۲ که م دانیم ابتدا در

q۱ =
1

|1|
=

۱
۲
× 1

q̂۲ = x− < 1, x > 1 = x

داریم که کنید دقت

< 1, x >=

∫ ۱

−۱
x dx = ۰

q۲ =
q̂۲

|q̂۲|
=

√
۶

۲
x

q̂۳ = x۲− < 1, x۲ > 1− < x, x۲ > x = x۲ − ۲
۳

q۳ =
q̂۳

|q̂۳|
=

√
۱۰
۲

(x۲ − ۲
۳
)

۵



۴ مثال

بنویسید. a۱, a۲, a۳ از خط ترکیبی اساس بر را x بردار

x =

۱
۲
۳

 , a۱ =

 ۰
۰
−۱

 , a۲ =
۱√
۲

۱
۱
۰

 , a۳ =
۱√
۲

 ۱
−۱
۰

 ,

کنیم. حساب بردارها از هرکدام با را x داخل ضرب است کاف ضرایب کردن پیدا برای م باشند عمود پایه a۱, a۲, a۳ اینکه به توجه با

x = c۱a۱ + c۲a۲ + c۳a۳

=⇒ c۱ = xTa۱ , c۲ = xTa۲ , c۳ = xTa۳

=⇒ c۱ = −۳ , c۲ =
۳√
۲
, c۳ =

−۱√
۲

۶



۵ مثال

عمودند. هم به نیز فضا زیر دو کنید اثبات باشند، عمود هم به نسبت فضا زیر دو های پایه اگر

و w ∈ W هر دهیم نشان کافیست هستند. عمود برهم ،{w۱, . . . ,wn}, {u۱, . . . ,un} هایشان، پایه که م گیریم نظر در U و W دلخواه زیرفضا دو
عمودند. برهم دلخواه u ∈ U

wTu =
(
α۱w۱ + · · ·+ αnwn

)T(
β۱u۱ + · · ·+ βnun

)
=

n∑
i=۱

n∑
j=۱

αiβjw
T
i uj

عمودند. برهم زیرفضا دو پس است، برقرار i, j هر برای wT
i uj = ۰ م دانیم که آنجایی از

۷



۳ قضیه

که طوری به نوشت u = y + ŷ فرم به م توان را V در عضو هر دهید نشان باشد. W به عمود فضای W⊥ و V از زیرفضایی W که کنید فرض

y ∈ W , ŷ ∈ W⊥

ⅾiⅿ(V ) = n کنید فرض است. V فضای برای عمود پایه ی به گسترش قابل S که م دانیم باشد. W عمود پایه S = {u۱, . . . , uk} کنید فرض

S′ = {u۱, . . . , uk, vk+۱, . . . , vn}

داریم م دانیم یرید. ب نظر در W⊥ درون را x مانند عضو ی حال

x = c۱u۱ + · · ·+ ckuk + ck+۱vk+۱ + . . . cnvn

داریم باشد داشته وجود i ≤ k ازای به ci ̸= ۰ اگر حال

xTui = ci|ui|۲ ̸= ۰ =⇒ x /∈ W⊥

پایه S′ اینکه به توجه با یرید. ب نظر در را x مانند V درون عضو ی حال م باشد. W⊥ برای عمود پایەای vk+۱, . . . , vn بردارهای که م شود نتیجه بنابراین
داریم است V برای عمود

x =
xTu۱

uT
۱ u۱

u۱ + . . .
xTuk

uT
k uk

uk +
xT vk+۱

vTk+۱vk+۱
vk+۱ + · · ·+ xT vn

vTn vn
vn

کنیم تعریف اگر حال

y =
xTu۱

uT
۱ u۱

u۱ + . . .
xTuk

uT
k uk

uk , ŷ =
xT vk+۱

vTk+۱vk+۱
vk+۱ + · · ·+ xT vn

vTn vn
vn

داریم
y ∈ W , ŷ ∈ W⊥

۸



۴ قضیه

.v = w + z ه طوری به دارد وجود z ∈ W⊥ و w ∈ W تا ی عضو جفت ی v ∈ V عضو هر برای آنگاه است. V از فضایی زیر W کنید فرض

z = v −w که کنیم تنظیم طوری w = c۱w۱ + · · ·+ ckwk برای را ضرایب م خواهیم یرید. ب نظر در W برای {w۱, . . . ,wk} متعامد ه ی پایه ی
باشد. ۱ ≤ j ≤ k برای wj هر به عمود z یعن که بیفتد W⊥ در

(v − (c۱w۱ + · · ·+ ckwk))
Twj = vTwj − (c۱w

T
۱ wj + · · ·+ ckw

T
k wj)

= vTwj − cjw
T
۱ wj

= vTwj − cj

= ۰
⇒ vTwj = cj

دارند. وجود تا ی بطور z = v −w و w پس
کرد. عمل نیز زیر صورت به م توان تایی ی اثبات برای نکته:

به که برداری تنها است. W⊥ عضو z− z′ و W عضو w −w′ اما .w −w′ = z− z′ گفت م توان پس .v = w + z = w′ + z′ کنید فرض
w = w′, z = z′ پس است. صفر است، عمود خودش

۹


