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١ قضیه

سطری فضای برای پایه ͷی B ناصفر های ردیف باشد، اشلن فرم به B اگر دارند. یͺسانͬ سطری فضای باشند، سطری معادل B و A ماتریس دو اگر
است. B همچنین و A

پس: شود، مͬ حاصل R سطری عملیات ماتریس در B ماتریس ضرب از A کنیم مͬ فرض

[aTi ] = [rTi ]B = Σm
j=١rij [b

T
j ] = ri١[b

T
i ]

و A ماتریس های سطری فضای پس هست، هایش سطر از خطͬ ترکیب نیز A سطری فضای که حال است. B های سطر از خطͬ ترکیب A از سطری هر پس
است. یͺسان B

B = RREF (A)

B سطری فضای هستند. خطͬ مستقل و کنند مͬ span را B سطری فضای که کنیم اثبات باید هستند پایه B ناصفر های سطر اینکه دادن نشان برای
span را سطری فضای ناصفر های سطر پس کنند ایجاد ها جواب در تغییری توانند نمͬ صفر تمام های سطر چون . است آن های سطر خطͬ ترکیب از حاصل
باشد برقرار معادله که راهͬ تنها پس ندارند باقͬ که دارد درایه ͷی حداقل سطر هر دانیم مͬ دهیم. مͬ تشͺیل را Bx = ٠ ی معادله نیز استقلال برای کنند. مͬ

x = ٠ که هست حالتͬ ازای به

١



٢ قضیه

است. Col(A) برای پایه ͷی A پیوت های ستون

هستند. خطͬ مستقل و کنند مͬ span را Col(A) که کنیم اثبات باید هستند پایه A پیوت های ستون اینکه دادن نشان برای

B و A های ستون از هایی خطͬ ترکیب ضرایب بنابراین دارند. یͺسانͬ های پاسخ Ax = ٠ و Bx = ٠ که دانیم مͬ بͽیرید. نظر در را B = rref(A)
است. یͺسان شوند مͬ صفر با برابر که

صورت این در که باشند مͬ Rm در e١, e٢, . . . , er استاندارد های بردار B پیوت های ستون اند. خطͬ مستقل A پیوت های ستون دهیم مͬ نشان الف)
نیز A پیوت های ستون بنابراین است برابر شوند مͬ صفر که B و A های ستون خطͬ های ترکیب ضرایب که آنجایی از اند. خطͬ مستقل که است مشخص

اند. خطͬ مستقل
قبل پیوت ستون j کنید فرض بͽیرید. نظر در B ماتریس در را bk پیوت غیر ستون کنند. مͬ span را Col(A) فضای A پیوت های ستون دهیم مͬ ب)نشان
خطͬ ترکیب ستون این بنابراین شود. مͬ پیوت وگرنه باشد صفر غیر تواند مͬ bk ستون در اول درایه j تنها هستند. e١, . . . , ej ها ستون این دارد. وجود bk از

باشد. مͬ e١, . . . , ej از
ستون خطͬ ترکیب A ماتریس در ak پیوت غیر ستون پس است یͺسان شوند مͬ صفر برابر که B و A ها ستون از هایی خطͬ های ترکیب ضرایب که آنجایی از

باشد. مͬ خود از قبل پیوت های
است. فراهم Col(A) برای پیوت های ستون بودن پایه شرایط که است مشخص دادیم نشان را ب و الف موارد که حال

٢



١ مثال

کنید پیدا را زیر موارد A ماتریس برای

· Row Basis
· Column Basis
· dim(Row(A))
· dim(Col(A))
· dim(Null(A))

A=


−2 −5 8 0 −17
1 3 −5 1 5
3 11 −19 7 1
1 7 −13 5 −3




−٢ −۵ ٨ ٠ −١٧
١ ٣ −۵ ١ ۵
٣ ١١ −١٩ ٧ ١
١ ٧ −١٣ ۵ −٣

 −→RREF


١ ٠ ١ ٠ ١
٠ ١ −٢ ٠ ٣
٠ ٠ ٠ ١ −۵
٠ ٠ ٠ ٠ ٠



AT =


−٢ ١ ٣ ١
−۵ ٣ ١١ ٧
٨ −۵ −١٩ −١٣
٠ ١ ٧ ۵

−١٧ ۵ ١ −٣

 −→RREF


١ ٠ ٢ ٠
٠ ١ ٧ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠


row basis = pivotCol(AT ) =

[
−٢ −۵ ٨ ٠ −١٧

]
,
[
١ ٣ −۵ ١ ۵

]
,
[
١ ٧ −١٣ ۵ −٣

]

column basis = pivotCol(A) =


−٢
١
٣
١

 ,


−۵
٣

١١
٧

 ,


٠
١
٧
۵


dim(Row(A)) = number of row basis = ٣

dim(Col(A)) = number of column basis = ٣

dim(Null(A)) = number of non− pivot columns = ٢

باشند. مͬ معتبر نیز زیر های پایه که کنید دقت

column basis =


١
٠
٢
٠

 ,


٠
١
٧
٠

 ,


٠
٠
٠
١


row basis =

[
١ ٠ ١ ٠ ١

]
,
[
٠ ١ −٢ ٠ ٣

]
,
[
٠ ٠ ٠ ١ −۵

]

٣



٢ مثال

باشند: خطͬ مستقل A های ستون اگر

nullity(A) =?

colrank(A) =?

پس ندارد، پیوت غیر ستونͬ و m > n یعنͬ است بلند ماتریسͬ Am∗n ماتریس پس باشند خطͬ مستقل A ماتریس های ستون اگر

nullity(A) = number of non pivot columns = n− n = ٠

colrank(A) = number of pivot columns = n

۴



٣ مثال

nullity(A) = ? colrank(A) = ?

A=

0 1 1 2
1 0 2 1
0 0 0 0



۵



۴ مثال

بیابید را ColumnSpace و NullSpace های فضا بعد

−٣ ۶ −١ ١ −٧
١ −٢ ٢ ٣ −١
٢ −۴ ۵ ٨ −۴


(row reduce the Augmented Matrix [A 0] to echelon form)

[
A ٠

]
=

−٣ ۶ −١ ١ −٧ ٠
١ −٢ ٢ ٣ −١ ٠
٢ −۴ ۵ ٨ −۴ ٠

−→RREF=

١ −٢ ٠ −١ ٣ ٠
٠ ٠ ١ ٢ −٢ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

−→ x١ = ٢x٢ +x۴ −٣x۵, x٣ = −٢x۴ +٢x۵

number of basic variables = colRank(A) = ٢
number of free variables = nullity(A) = ٣

۶



٣ قضیه

Nullity(A) + ColRank(A) = n
Dim(Null(A)) + Dim(Range(A)) = n

{number of pivot columns} + {number of non-pivot columns} = {number of columns}

این توانیم مͬ بͽیریم، نظر در آن برای را {v١, . . . , vk} های پایه توانیم مͬ پس است زیرفضا ͷی که آنجایی از دارد، عضو Nullity(A), k که کنیم مͬ فرض
مͬ بͽیرید، نظر در فضا این اعضای روی را A تبدیل حال آورد. دست به Rn فضای برای پایه ͷی به {vk+١, . . . , vn} های بردار کردن اضافه با را ها وکتور
است. Dim(Range(A)) = ColRank(A) با برابر اعضایش تعداد که رسیم مͬ Col(A) فضای برای ای پایه به ها پایه روی بر تبدیل این اعمال با دانیم

{v١, . . . , vn} −→A {٠, . . . , vk+١, . . . , vn}

پس
ColRank(A) = n− k

n = k) ‐ (n + k = ColRank(A) + Nullity(A)

٧



۴ قضیه

پس: باشد، r رنک با m ∗ n ماتریس ͷی A اگر
dim(Null(A)) = n− r پس هستند، null(A) از هایی پایه گاوسͬ، الͽوریتم از استفاده با Ax = ٠ سیستم به پایه جواب n− r

الͽوریتم از استفاده با پایه جواب های این .n− r با بود خواهد برابر Ax = ٠ سیستم به پایه جواب های تعداد پس باشد، r رنک با m ∗ n ماتریس ͷی A اگر
داریم: پس هستند. null(A) فضای پایه های و ͬ آیند م دست به گاوسͬ

dim(Null(A)) = n− r

است. null(A) یا خنثͬ فضای بˀعد بیانگر dim(Null(A)) آن، در که

٨



۵ مثال

Nullspace(A) = ?

A=

0 1 1 2
1 0 2 1
0 0 0 0



٩



۵ قضیه

اش) ترانهاده رنک با است برابر ماتریس ͷی (رنک
Colrank(A) = colrank(AT ) پس است، m ∗ n ماتریس ͷی A ماتریس کنید فرض

Ax = ٠ ⇐⇒ ATAx = ٠ :١ لم

داریم: کنیم، ضرب AT در چپ سمت از اگر .Ax = ٠ کنید فرض اول: جهت اثبات •

AT (Ax) = AT · ٠ = ٠

.ATAx = ٠ بنابراین
داریم: کنیم، ضرب xT در چپ سمت از اگر .ATAx = ٠ کنید فرض دوم: جهت اثبات •

xT (ATAx) = ٠

است. Ax = ٠ ∥Ax∥.پس = ٠ پس است، صفر مقدار این و است، دو توان به Ax نُرم با برابر (xTAT )(Ax) = (Ax)T (Ax) = ∥Ax∥٢ چون

ColRank(ATA) = ColRank(A) :٢ لم

اصلͬ قضیه از استفاده با است. برابر آنها تهͬ فضای بˀعد پس برابرند، nullspace(ATA) و nullspace(A) که ͬ دانیم م ١ لم از استفاده با
داریم: Nullity −Rank

Nullity + ColRank = ستون ها تعداد

است. n نیز آن ستون های تعداد و بوده n× n ماتریس بنابراین است، (n×m)× (m× n) ماتریس ͷی ATA ماتریس .n با است برابر A ستون های تعداد
است. برابر دو هر ColRank بنابراین است، برابر نیز آنها nullity و برابر دو هر راست طرف پس

dim(Range(AB)) ≤ dim(Range(A)) :٣ لم

و کنیم نگاه ستون هایش از را A ماتریس که است این روش ها این از ͬͺی بنویسیم. صورت چهار به را AB ماتریسͬ ضرب ͬ توانیم م که ͬ دانیم م لم، این برای
با: است برابر AB ماتریس بنابراین کنیم. ضرب A ستون هر به را B ماتریس

A[١]B,A[٢]B, . . . , A[n]B

آنگاه باشد، آن استاندارد ماتریس AB که باشیم داشته خطͬ تبدیل ͷی اگر است. A ستون های از خطͬ ترکیب ͷی ضرب حاصل ماتریس از ستون هر بنابراین
به بͽیریم را طرف دو هر dimension اگر بنابراین است. آن استاندارد ماتریس A که است خطͬ تبدیل range از زیرمجموعه ای AB خطͬ تبدیل range

ͬ رسیم. م نظر مورد نابرابری
ͬ شود: م اثبات زیر صورت به قضیه بالا، لم سه از استفاده با

در B جای به A جایͽذاری همچنین و A جای به AT جایͽذاری و ٣ لم از استفاده با ابتدا .dim(Range(A)) = ColRank(A)تعریف طبق که میدانیم
: داشت خواهیم ٣ لم معادله

dim(Range(ATA)) ≤ dim(Range(AT )) −→ ColRank(ATA) ≤ ColRank(AT )

.ColRank(ATA) = ColRank(A) : داریم ٢ لم به توجه با حال
: که رسید خواهیم نتیجه این به بالا معادله ٢ از استفاده با

ColRank(A) ≤ ColRank(AT )

: داشت خواهیم ٣ لم معادله در B جای به AT جایͽذاری همچنین و A جای به A جایͽذاری و ٣ لم از استفاده با

dim(Range(AAT )) ≤ dim(Range(A)) −→ ColRank(AAT ) ≤ ColRank(A)

.ColRank(AAT ) = ColRank(AT ) : داریم شده) داده قرار اش ترانهاده ماتریس A جای ٢(به لم به توجه با حال
: که رسید خواهیم نتیجه این به بالا معادله ٢ از استفاده با

ColRank(AT ) ≤ ColRank(A)

بنابراین:

ColRank(A) = ColRank(AT )

١٠



۶ قضیه

ColRank(A) = RowRank(A)

(rank(A)) است. ماتریس رنک با برابر این کل در

رنک پس ͬ دهد. م تغییر را ستون و سطر جای ماتریس ترانهاده که ͬ دانیم م است. برابر باهم آن ترانهاده ی و ماتریس ͷی ستونͬ رنک قبل قضیه ی اثبات طبق
است. برابر آن سطری فضای رنک با ماتریس ͷی ستونͬ فضای

١١



٧ قضیه

: داریم آنگاه باشد. n× k ماتریس ͷی B و m× n ماتریس ͷی A کنید فرض

Rank(AB) ≤ min{Rank(A), Rank(B)}

∀x ∈ ker(B);Bx = ٠ =⇒ ABx = ٠ =⇒ x ∈ ker(AB) =⇒ ker(B) ⊆ ker(AB) =⇒ Nullity(B) ≤ Nulliy(AB)

Rank(B) +Nullity(B) = Rank(AB) +Nullity(AB) = k =⇒ Rank(AB) ≤ Rank(B)

C = AB, Rank(AB) = Rank(C) = Rank(CT ) = Rank(BTAT ) ≤ Rank(AT ) = Rank(A)

Rank(AB) ≤ Rank(A) & Rank(AB) ≤ Rank(B) =⇒ Rank(AB) ≤ min{Rank(A), Rank(B)}

١٢


