
مهربان بخشنده خداوند نام به

خطͬ جبر
کامپیوتر مهندسͬ دانشͺده

رمضانͬ مریم ربیعͬ، حمیدرضا
۱۴۰۳ پاییز

۱۴۰۳ ۱مهر انتشار: تاریخ دوم تئوری تمرین زیرفضاها و برداری فضای مختصات، دستگاه

کنید. مطرح کوئرا سامانه در را تمرین این درمورد خود پرسش های .۱

جداگانه بەصورت عملͬ و تئوری تمارین برای مقدار این کنید. استفاده تاخیر روز ۱۶ از ͬ توانید م نیم سال طول در مجموع در شما تاخیر: با ارسال سیاست .۲
ͬ شوند. م گرد بالا به و شده محاسبه ساعت مقیاس با تاخیرها ͬ شود. م حساب

مشورت یͷ دیͽر با کلͬ ایدەی آوردن بەدست یا و ابهام رفع برای تمارین حل در ͬ توانند م دانشجویان تمارین: کردن حل در دانشجویان مشارکت سیاست .۳
آوردن بەدست اما شود. یادگیری تقویت موجب ͬ تواند م گروهͬ کار و هم فکری که چرا ͬ باشد؛ م درس ارائەی تیم تشویق و تایید مورد کار این کنند. همفکری و
ذکر را کردید همفکری آن ها با که افرادی نام خود ارسالͬ پاسخ های انتهای در حتما شود. انجام دانشجو خود توسط تماما باید پاسخ نگارش و راەحل جزئیات

کنید.

۱



۱۴۰۳ مهر ۲۲ تحویل: تاریخ نمره) ۱۰۰) سوالات

مستقل {v + w, v − w} اگر تنها و اگر است خطͬ مستقل {v, w} دهید نشان هستند. V برداری فضای از عضو دو v, w کنید فرض نمره) ۱۵) ۱ پرسش
باشد. خطͬ

باشیم: داشته و باشد خطͬ مستقل {v, w} اگر پاسخ

c۱(v + w) + c۲(v −m) = ۰

آنگاه:

(c۱ + c۲)v + (c۱ − c۲)w = ۰

باشند: صفر بالا معادله ضرایب باید پس است، خطͬ مستقل {v, w} که آنجایی از

c۱ + c۲ = ۰, c۱ − c۲ = ۰ =⇒ c۱ = c۲ = ۰

شود. مͬ نتیجه {v + w, v − w} خطͬ استقلال ترتیب بدین و
و: است خطͬ مستقل {v + w, v − w} کنید فرض دیͽر طرف برای حال

c۱v + c۲w = ۰(∗)

نوشت: v − w و v + w خطͬ ترکیب صورت به توان مͬ را w و v

v = ۱
۲ (v + w) + ۱

۲ (v − w)
w = ۱

۲ (v + w)− ۱
۲ (v − w)

نوشت: زیر صورت به توان مͬ را * معادله بنابراین

۱
۲c۱((v + w) + (v − w)) + ۱

۲c۲((v + w)− (v − w)) = ۰
(c۱ + c۲)(v + w) + (c۱ − c۲)(v − w) = ۰

است: خطͬ مستقل {v + w, v − w} چون

c۱ + c۲ = ۰, c۱ − c۲ = ۰ =⇒ c۱ = c۲ = ۰

شود. مͬ ثابت نیز {v, w} خطͬ استقلال نتیجه در

بͽیرید. نظر در را Am×n ماتریس نمره) ۱۷) ۲ پرسش

A =


a۱,۱ a۱,۲ · · · a۱,n
a۲,۱ a۲,۲ · · · a۲,n

...
...

. . .
...

am,۱ am,۲ · · · am,n


داریم: هم چنین .n ≥ m ͬ دانیم م

∀i ∈ {۱, ۲, ۳, ...,m} : ۲|aii| >
m∑
j=۱

|aji|

بیاورید. نقض مثال صورت، این غیر در و کنید اثبات است، مثبت پاسخ ͬ کنید م فکر اگر ͬ اند؟ خط مستقل لزوما A سطرهای آیا
ͬ کنیم. م اثبات را A سطرهای خطͬ استقلال پاسخ

از را |aii| است (کافͬ است. iام ستون روی مقادیر سایر قدرمطلق جمع از بزرگتر ،aii درایه قدرمطلق که است این معادل سوال صورت در شده داده نامساوی
کنیم.) حذف طرفین

نوشت: ͬ توان م حال
c۱ ∗ (row ۱) + c۲ ∗ (row ۲) + ...+ cn ∗ (row n) = ۰

−→

۲



c۱(a۱,۱, a۱,۲, ..., a۱,n) + c۲(a۲,۱, a۲,۲, ..., a۲,n) + ...+ cm(am,۱, am,۲, ..., am,n) = (۰, ۰, ..., ۰)

.(۱ ≤ j ≤ m) باشد cj قدرمطلقͬ) نظر (از آن ها بزرگترین کنیم مͬ فرض خلف). (فرض باشند غیرصفر ciها از تعدادی ͬ کنیم م فرض

داریم: طرفین jام درایه دادن قرار برابر با صورت این در

m∑
i=۱

ciai,j = ۰ ⇒
m∑
i=۱
i ̸=j

ciai,j = −cjajj

cj ̸= ۰−−−−→

m∑
i=۱
i ̸=j

−ciai,j
cj

= ajj

Taking absoⅼute vaⅼue of both siⅾes−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

|
m∑
i=۱
i ̸=j

−ciai,j
cj

| = |ajj |

داریم: مثلثͬ نامساوی براساس

m∑
i=۱
i ̸=j

| − ciai,j
cj

| ≥ |
m∑
i=۱
i ̸=j

−ciai,j
cj

|

داریم: ۲ پرسش براساس

m∑
i=۱
i ̸=j

| ci
cj
||ai,j | ≥ |aj,j |

سوال: فرض طبق پس

m∑
i=۱
i ̸=j

| ci
cj
||ai,j | >

m∑
i=۱
i ̸=j

|ai,j | ⇒
m∑
i=۱
i ̸=j

(| ci
cj
| − ۱)|ai,j | > ۰

پس دارد. قرار [۰, ۱] بازه در i ̸= j هر برای | cicj | حاصل پس بودیم. گرفته نظر در c مقادیر همه بین قدرمطلق نظر از مقدار بزرگترین را cj ما
درستͬ و رسیدیم تناقض به شود. مثبت ͬ تواند نم نامثبت عبارت چند جمع ͬ دانیم م و است نامثبت (| cicj | − ۱)|ai,j | بنابراین است. −۱ ≤ | cicj | − ۱ ≤ ۰

ͬ شود. م اثبات حͺم

نمایید. محاسبه را فضا آن بعد۲ سپس و بیابید آن برای ای پایه۱ ابتدا زیر، برداری فضاهای از ͷی هر برای نمره) ۱۶) ۳ پرسش

.p(۱) = p(۲) = · · · = p(k) = ۰ داریم: (k < n) k عدد ازای به آن در که p(x) = a۰+a۱x+· · ·+anx
n فرم به n درجه های ای جمله چند الف)

.Rn×n به متعلق بالامثلثͬ مربعͬ های ماتریس تمام ب)
پاسخ

باشد: مͬ زیر فرمت به که گرفت نتیجه توان مͬ است، صفر k تا ۱ نقاط در p(x) که آنجایی از (آ)

p(x) = (x− ۱)(x− ۲) · · · (x− k)(a۰ + a۱x+ · · ·+ an−kx
n−k)

های جملەای چند مجموعه بنابراین، هستند. ثابت ضرایبی آن در a۰, a۱, . . . an−k که

basis۱

dimension۲

۳



p۱(x) = (x− ۱)(x− ۲) . . . (x− k)

p۲(x) = (x− ۱)(x− ۲) . . . (x− k)x

...

pn−k+۱(x) = (x− ۱)(x− ۲) . . . (x− k)xn−k

باشد. مͬ n− k + ۱ هم پایه این بعد دهند. مͬ پایه ͷی تشͺیل

بͽیرید: نظر در را زیر های ماتریس (ب)


۱ ۰ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۰ · · · ۰
...

...
...

. . .
...

۰ ۰ ۰ · · · ۰

 ،


۰ ۱ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۰ · · · ۰
...

...
...

. . .
...

۰ ۰ ۰ · · · ۰

 ،


۰ ۰ ۱ · · · ۰
۰ ۰ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۰ · · · ۰
...

...
...

. . .
...

۰ ۰ ۰ · · · ۰

 ،… ،


۰ ۰ ۰ · · · ۱
۰ ۰ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۰ · · · ۰
...

...
...

. . .
...

۰ ۰ ۰ · · · ۰



های ماتریس از ای مجموعه ، است) ستون شماره با مساوی کمتر آنها سطر شماره که هایی درایه ازای به (البته کنیم تکرار سطر هر برای را رویه این اگر
ͷی آن eij درایه تنها اگر است پایه جزو Eij ماتریس دیͽر، عبارت به گیرند. مͬ بر در را بالامثلثͬ های ماتریس فضای کل که شود مͬ ایجاد مستقل

i ≤ j باشیم: داشته و باشد
آید: مͬ دست به زیر رابطه از فضا این بعد بنابراین

n∑
i=۱

i = n(n+۱)
۲

: شود مͬ ساخته زیر دستگاه توسط که بͽیرید درنظر R۴ برداری فضای در را V زیرفضای نمره) ۱۶) ۴ پرسش

{
x+ ۲y + z = ۰
−x− y + ۳t = ۰

شود: مͬ ساخته زیر بردارهای با نیز W زیرفضای

w۱ =


۲
۰
۱
۱

 ، w۲ =


۳
−۲
−۲
۰


کنید. محاسبه را dim(V ∩W ) و dim(V +W )

.dim(W ) = ۲ بنابراین هستند، خطͬ مستقل آورند، مͬ پدید را W زیرفضای که برداری دو پاسخ
شوند. مͬ مشخص یͺتا صورت به نیز t و z و کرد انتخاب دلخواه طور به را y و x توان مͬ چراکه dim(V؛ ) = ۲ داریم: همچنین

ندارد.) وجود V زیرفضای در x = ۲, y = ۰, z = ۱, t = ۱ جواب (مجموعه .w۱ /∈ V مثال طور به چون W ̸⊆ V
صفر. یا است ͷی یا dim(V ∩W ) یعنͬ که dim(V ∩W ) < dim(W ) درنتیجه

خیر: یا دارد وجود V فضای در w۲ و w۱ از خطͬ ترکیب آیا که کنیم بررسͬ باید اشتراک، فضای بررسͬ برای

a


۲
۰
۱
۱

+ b


۳
−۲
−۲
۰

 =


۲a+ ۳b
−۲b
a− ۲b

a

 (۱)

باشد: داشته جواب باید زیر دستگاه V فضای تعریف به توجه با باشد، V در بردار این }اگر
(۲a+ ۳b) + ۲(−۲b) + (a− ۲b) = ۰
−(۲a+ ۳b)− (−۲b) + ۳a = ۰

=⇒

{
۳a− ۳b = ۰
a− b = ۰

۴



بردار به ،a = b = ۱ اگر خاص، طور به است. V ∩W عضو ،a = b آن در که (۱) فرم به برداری مجموعه هر دیͽر، عبارت به است. a = b معادل که

پس .dim(V ∩W ) ≤ ۱ گرفتیم نتیجه قبلا طرفͬ از .dim(V ∩W ) ≥ ۱ پس دارد، تعلق V ∩W به و است صفر مخالف برداری که رسیم مͬ


۵
−۲
−۱
۱


است. ͷی ،W و V اشتراک فضای بعد

داریم: نهایت در
dim(V +W ) = dim(V ) + dim(W )− dim(V ∩W ) = ۲ + ۲ − ۱ = ۳

کنید: رد یا اثبات را زیر گزاره باشند. موجود Bm×k و Am×n ماتریس های کنید فرض نمره) ۱۶) ۵ پرسش

است). B و A افزوده۳ ماتریس A
...B از (منظور Rank(A) = Rank(A

...B) اگر تنها و اگر ،AX = B که طوری به دارد وجود X مانند ماتریسͬ
ͬ کنیم. م اثبات را شده داده گزاره پاسخ

ͬ دهیم. م نشان Bi, Xi, Ai با ترتیب به را B,X,A ماتریس های iام ستون

یعنͬ: ͬ شود. م حاصل X iام ستون در A ضرب از B iام ستون .AX = B که طوری به باشد موجود Xای ͬ کنیم م فرض

AXi = Bi

بنابراین است. A ستون های از خطͬ ترکیب ͷی B ماتریس ستون هر پس .(Xi در موجود ضرایب (با است A ستون های از خطͬ ترکیب ͷی AXi طرفͬ از
یعنͬ: ندارد. تفاوتͬ A ماتریس ستونͬ فضای با بͽیریم، نظر در را حاصل ماتریس ستونͬ فضای و افزوده) (ماتریس بچسبانیم A ماتریس به را B ماتریس اگر

Im(A) = Im(A
...B) ⇒ Dim(Im(A)) = Dim(Im(A

...B)) ⇒ Rank(A) = Rank(A
...B)

ͬ گیریم. م نظر در A ماتریس ستونͬ فضای برای u۱, u۲, ..., ur مانند پایەای .Rank(A) = Rank(A
...B) = r ͬ کنیم م فرض حال

نوشت. u۱, u۲, ..., ur از ͬ ای خط ترکیب صورت به توان مͬ را Bi هر ͬ کنیم م اثبات
یعنͬ: ͬ اند. خط مستقل u۱, u۲, ..., ur, Bi صورت این در نباشد. این طور ͬ کنیم م فرض ͬ کنیم. م استفاده خلف برهان از

c۱u۱ + c۲u۲ + ...+ crur + αBi = ۰ ⇒ c۱ = c۲ = ... = cr = α = ۰

معادله به (۵ (پرسش عبارت در α = ۰ جایͽذاری با است. خلف فرض خلاف که نوشت u۱, u۲, ..., ur برحسب را Bi ͬ توان م ،α ̸= ۰ اگر زیرا

c۱ = c۲ = ... = بنابراین .c۱ = c۲ = ... = cr = ۰ و هستند خطͬ مستقل ͬ دهند، م تشͺیل پایه ͷی u۱, u۲, ..., ur چون ͬ رسیم. م
r∑

i=۱
ciui = ۰

.cr = α = ۰

ثابت پس است. تناقض که Rank(A
...B) ≥ Rank(A) + ۱ که گرفت نتیجه ͬ توان م باشند، خطͬ مستقل u۱, u۲, ..., ur, Bi بردارهای اگر حال

ͬ توان م را Bi هر است، A ستونͬ فضای برای پایه ͷی u۱, u۲, ..., ur چون نوشت. u۱, u۲, ..., ur از ͬ ای خط ترکیب صورت به ͬ توان م را Bi هر که ͬ شود م
نوشت. A۱, A۲, ..., An از ͬ ای خط ترکیب صورت به

رابطه در ͬ شود، م تعریف


ci۱
ci۲
...
cin

 صورت به آن iام ستون که X ماتریس صورت این در .Bi = ci۱A۱ + ci۲A۲ + ... + cinAn ͬ کنیم م فرض

ͬ کند. م صدق AX = B

augmented matrix۳

۵


