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۱۴۰۳ پاییز

۱۴۰۳ ۳آبان انتشار: تاریخ سوم تئوری تمرین اشمیت گرام و ها داخلͬ،نامساوی ضرب فضای

کنید. مطرح کوئرا سامانه در را تمرین این درمورد خود پرسش های .۱

جداگانه بەصورت عملͬ و تئوری تمارین برای مقدار این کنید. استفاده تاخیر روز ۴ از ͬ توانید م نیم سال طول در مجموع در شما تاخیر: با ارسال سیاست .۲
ͬ شوند. م گرد بالا به و شده محاسبه ساعت مقیاس با تاخیرها ͬ شود. م حساب

مشورت یͷ دیͽر با کلͬ ایدەی آوردن بەدست یا و ابهام رفع برای تمارین حل در ͬ توانند م دانشجویان تمارین: کردن حل در دانشجویان مشارکت سیاست .۳
آوردن بەدست اما شود. یادگیری تقویت موجب ͬ تواند م گروهͬ کار و هم فکری که چرا ͬ باشد؛ م درس ارائەی تیم تشویق و تایید مورد کار این کنند. همفکری و
ذکر را کردید همفکری آن ها با که افرادی نام خود ارسالͬ پاسخ های انتهای در حتما شود. انجام دانشجو خود توسط تماما باید پاسخ نگارش و راەحل جزئیات

کنید.

۱



۱۴۰۳ آبان ۲۵ تحویل: تاریخ نمره) ۱۰۰) سوالات

به بͽیرید نظر در را برداری فضای این از B و A عضو دو باشد. n درجه حداکثر با جملەای ها چند از برداری فضای ͷی V کنید فرض نمره) ۱۵) ۱ پرسش
که طوری

A =
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aix
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bix
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عملͽر کنید ثابت

⟨A,B⟩ =
∑
i,j

aibj
i+ j + ۱

است. V روی بر داخلͬ ضرب ͷی

کرد.) اثبات داخلͬ ضرب ͬ های ویژگ بررسͬ با ͬ توان م را نکته (این است. داخلͬ ضرب ͷی
∫ ۱

۰ A(x)B(x)dx که ͬ دانیم م اسلایدها با مطابق پاسخ
داریم: حال

∫ ۱

۰
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∫ ۱
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∑
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[∫ ۱

۰
aibjx
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]
=
∑
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i+ j + ۱

نوشت. A = QR تجزیه صورت به را A ماتریس ͬ توان م Graⅿ−Sⅽhⅿiⅾt الͽوریتم وسیله به ͬ دانیم م نمره) ۱۷) ۲ پرسش

ͬ شود. م وارون پذیر و بالامثلثͬ ماتریس ͷی R ماتریس حالت این در کنید اثبات باشد. مربعͬ و رنک فول A ماتریس کنید فرض (آ)
ماتریس مثال، برای (ب)

A =

۱ ۲ ۳
۴ ۵ ۶
۷ ۸ ۱۰


بردار با برابر b آن در که Ax = b معادلات دستگاه پاسخ آن وسیله به و آورده دست به را A = QR تجزیه بͽیرید. نظر در را

b =

۱
۲
۳


آورید. دست به را است

است. R در ناصفر سطرهای تعداد با برابر A ماتریس رنک کنید اثبات کلͬ، حالت در (ج)

کنید. اثبات را خود ادعای دهید. توضیح را R ماتریس اصلͬ قطر های درایه با آن ارتباط و آورده دست به را ATA ماتریس های Pivot (د)

پاسخ

قضیه: الف)
rank(AB) ≤ min (rank(A), rank(B))

داریم: بالا قضیه با مطابق
rank(A) = rank(QR) ≤ rank(R)

نوشت: توان مͬ دیͽر طرف از
R = QTA =⇒ rank(R) = rank(QTA) ≤ rank(A)

شود: مͬ نتیجه بالا های نامساوی از
rank(A) = rank(R)

دانیم: مͬ ،k > i هر برای که کنید دقت حال
rik = ⟨ak, qi⟩

داریم: i = k برای و

rik =

∥∥∥∥∥∥ak −
k−۱∑
j=۱

rjkqj

∥∥∥∥∥∥
داریم: i > k برای

rik = ۰

۲



که چرا
ak = r۱kq۱ + r۲kq۲ + · · ·+ rkkqk

داشت: خواهیم i > k برای نتیجه در و

rik = qTi ak = ⟨ak, qi⟩ =
k∑

j=۱
rjk⟨qj , qi⟩ = ۰
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۳
باشد. مͬ اش رتبه برابر آن ناصفر های سطر تعداد است، بالامثلثͬ R ماتریس چون و rank(A) = rank(R) دادیم نشان الف قسمت در ج)

قطری ماتریس ͷی D ماتریس تجزیه، این در کنید دقت شود. مͬ LDLT شͺل به آن LDU فرم نتیجه در و است متقارن ماتریس ͷی ATA ماتریس د)
است. شده نوشته ATA های pivot آن های درایه روی که است

ATA = (QR)T (QR) = RTQTQR = RTR = LDLT = (L
√
D)(L

√
D)T

=⇒ RT = L
√
D

هستند. R اصلͬ قطر های درایه مربع با برابر A ماتریس های pivot پس

نمره) ۱۶) ۳ پرسش

||u|| ≤ ||u+ αv|| : باشیم داشته α ∈ F هر ازای به اگر تنها و اگر < u, v >= ۰ که کنید ثابت حالا u, v ∈ V که بͽیرید نظر در

پاسخ
if uT v = ۰ → ∥u+ αv∥۲

۲ = uTu+ α۲vT v + ۲αuT v = ∥u∥۲
۲ + ∥αu∥۲

۲ → ∥u∥۲
۲ ≤ ∥u+ αv∥۲

۲

if∥u∥۲
۲ ≤ ∥u+ αv∥۲

۲ → uTu ≤ uTu+ ۲αuT v + α۲vT v → ۰ ≤ ۲αuT v + α۲vT v → α(α+
۲uT v

vT v
≥ ۰

این باشد برقرار تواند مͬ نامساوی این که حالتͬ تنها پس است منفͬ مورد دو این حاصلضرب −۲uT v
vT v

و ۰ بین ی بازه در آنگاه ۲uT v
vT v

̸= ۰ اگر که دانیم مͬ
که باشیم داشته یعنͬ باشد صفر برابر ۲uT v

vT v
که است

−۲uT v

vT v
= ۰ → ۲uT v = ۰ → uT v = ۰ →< u, v >= ۰

: که داریم x, y بردار هر ازای به که دهید نشان آنگاه نوشت RTR صورت به بتوان را A ماتریس اگر نمره) ۱۶) ۴ پرسش

|xTAy|۲ ≤ (xTAx)(yTAy)

که داریم آنگاه A = RTR باشیم داشته اگر پاسخ

|xTAy|۲ ≤ (xTAx)(yTAy) ⇐⇒ (xTRTRy)۲ ≤ (xTRTRx)(yTRTRy)u = Rx, v = Rv ⇐⇒ (uT v)۲ ≤ (uTu)(vT v)

است. درست شوارتز کوشͬ نامساوی طبق که

۳



ضرب ͷی از درستͬ تعریف این آیا . < A,B >= tr(ATB) کنیم مͬ تعریف A,B ∈ M۲×۲(R) ازای به ، V = M۲×۲(R) اگر نمره) ۱۶) ۵ پرسش
است؟ V در داخلͬ

پاسخ
شوند. بررسͬ Biⅼinearity و Syⅿⅿetry ،Ⅾefinite Positive خاصیت ۳ باید اثبات، برای

: Biⅼinearity خاصیت
داریم: .A۱, A۲, B ∈ M و λ, µ ∈ R ͬ کنیم م فرض

⟨λA۱ + µA۲, B⟩ = tr((λA۱ + µA۲)
TB)

= tr(λAT
۱ B + µAT

۲ B)

= λtr(AT
۱ B) + µtr(AT

۲ B)

= λ⟨A۱, B⟩+ µ⟨A۲, B⟩

: Syⅿⅿetry خاصیت
داریم: ،A,B ∈ M هر برای

⟨A,B⟩ = tr(ATB) = tr((ATB)T ) = tr(BTA) = ⟨B,A⟩

: Positive Ⅾefinite خاصیت
ͬ کنیم: م فرض ،A ∈ M۲×۲(R) هر برای

A =

(
a b
c d

)
داریم: حال

⟨A,A⟩ = tr(ATA) = tr
(
a۲ + c۲ ab+ cd
ab+ cd b۲ + d۲

)
= a۲ + b۲ + c۲ + d۲ ≥ ۰

است. برقرار هم خاصیت این و شود مͬ صفر داخلͬ ضرب است، A = ۰ که شرایطͬ در تنها

که: کنید ثابت باشند. داخلͬ ضرب فضای از زیرفضاهایی N,M کنید فرض نمره) ۲۰) ۶ پرسش

N⊥ ∩M⊥ = (M +N)⊥

پاسخ

از فضایی زیر از خود N و M در برداری هر که آنجایی از و است متعامد M + N در برداری هر بر v پس v ∈ (M + N)⊥ که میͺنیم فرض ایتدا
پس: است عمود هم N و M در برداری هر بر v پس آید مͬ باشند N و M که M +N

v ∈ M⊥ و v ∈ N⊥

داریم: پس
(۱

(M +N)⊥ ⊆ M⊥ ∩N⊥

که u = m + n که بطوری بͽیریم نظر در را u ∈ M + N اگر است متعامد N و M از برداری هر بر v پس v ∈ M⊥ ∩ N⊥ میͺنیم فرض حالا
: پس است عمود آنها دوی هر بر v که آنجایی از که n ∈ N و m ∈ M

⟨v,m⟩ = ۰ و ⟨v, n⟩ = ۰

داریم: پس
⟨v, u⟩ = ⟨v,m+ n⟩ = ⟨v,m⟩+ ⟨v, n⟩ = ۰ + ۰ = ۰

: نتیجه در پس است عمود M +N در برداری هر بر v دهد مͬ نشان که
(۲

M⊥ ∩N⊥ ⊆ (M +N)⊥

: میͽیریم نتیجه ۲ و ۱ از

(M +N)⊥ = M⊥ ∩N⊥

۴


