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رمضانͬ مریم ربیعͬ، حمیدرضا
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۱۴۰۳ آبان ۱۵ انتشار: تاریخ چهارم تئوری تمرین دترمینان و وارون پایه، تغییر خطͬ، تبدیل

کنید. مطرح کوئرا سامانه در را تمرین این درمورد خود پرسش های .۱

جداگانه بەصورت عملͬ و تئوری تمارین برای مقدار این کنید. استفاده تاخیر روز ۴ از ͬ توانید م نیم سال طول در مجموع در شما تاخیر: با ارسال سیاست .۲
ͬ شوند. م گرد بالا به و شده محاسبه ساعت مقیاس با تاخیرها ͬ شود. م حساب

مشورت یͷ دیͽر با کلͬ ایدەی آوردن بەدست یا و ابهام رفع برای تمارین حل در ͬ توانند م دانشجویان تمارین: کردن حل در دانشجویان مشارکت سیاست .۳
آوردن بەدست اما شود. یادگیری تقویت موجب ͬ تواند م گروهͬ کار و هم فکری که چرا ͬ باشد؛ م درس ارائەی تیم تشویق و تایید مورد کار این کنند. همفکری و
ذکر را کردید همفکری آن ها با که افرادی نام خود ارسالͬ پاسخ های انتهای در حتما شود. انجام دانشجو خود توسط تماما باید پاسخ نگارش و راەحل جزئیات

کنید.

۱



۱۴۰۳ مهر ۲۲ تحویل: تاریخ نمره) ۱۰۰) سوالات

.dim(V ) = n و است متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی V کنید فرض همچنین باشد. خطͬ تبدیل ͷی T : V −→ W کنید فرض نمره) ۱۵) ۱ پرسش
داریم: i = ۱, . . . ,m برای دهید نشان ،T (vi) = wi که طوری به v۱, . . . vm ∈ V و باشد im(T ) برای پایه ͷی w۱, . . . wm ∈ W اگر

V = span{v۱, . . . , vm} ⊕ ker(T )

پاسخ
طوری به دارند وجود α۱, . . . αm ∈ F ͬ دهند، م im(T ) برای پایه ͷی تشͺیل w۱, w۲, . . . wn که آنجایی از .T (V ) ∈ Im(v) آنگاه ،v ∈ V دهید قرار

که:

T (v) = α۱w۱ + · · ·+ αmwm

T (vi) = wi که آنجایی از

T (v) = α۱T (v۱) + · · ·+ αmT (vm)
T (v)− α۱T (v۱)− · · · − αmT (vm) = ۰W

T (v − α۱v۱ − · · · − αmvm) = ۰W

=⇒ v − α۱v۱ − · · · − αmvm ∈ ker(T )

نوشت ͬ توان م ،v ∈ V هر برای بنابراین، است. v − α۱v۱ − · · · − αmvm ∈ ker(T ) که ͬ کند م بیان مطلب این

v = (α۱v۱ + · · ·+ αmvm) + (v − α۱v۱ − · · · − αmvm) ∈ span{v۱, . . . ,vm}+ ker(T ),

که است معنͬ این به که
V = span{v۱, . . . ,vm}+ ker(T ).

k = nullity(T ) آن در که باشند ker(T ) برای پایه ͷی u۱, . . . ,uk کنید فرض است. مستقیم جمع ͷی واقع در جمع این که داد خواهیم نشان اکنون
و است خطͬ مستقل {v۱, . . . ,vm,u۱, . . . ,uk} که ͬ کنیم م ادعا است.

V = span{v۱, . . . ,vm}+ ker(T ) = span{v۱, . . . ,vm}+ span{u۱, . . . ,uk} = span{v۱, . . . ,vm,u۱, . . . ,uk} =
span{v۱, . . . ,vm} ⊕ span{u۱, . . . ,uk} = span{v۱, . . . ,vm} ⊕ ker(T ).

بەطوری که باشند داشته وجود λ۱, . . . , λm, µ۱, . . . , µk ∈ F مقادیر کنید فرض

λ۱v۱ + · · ·+ λmvm + µ۱u۱ + · · ·+ µkuk = ۰V . (*)

ͬ دهد م معادله طرف دو هر به T اعمال صورت، این در

λ۱T (v۱) + · · ·+ λmT (vm) + µ۱T (u۱) + · · ·+ µkT (uk) = ۰W .

داریم j = ۱, . . . ,m همەی برای T (vj) = wj و i = ۱, . . . , k همەی برای T (ui) = ۰W که آنجا از حال،

λ۱w۱ + · · ·+ λmwm = ۰W .

که ͬ گیریم م نتیجه هستند، خطͬ مستقل w۱, . . . ,wm که آنجا از

λ۱ = · · · = λm = ۰.

داریم بنابراین
µ۱u۱ + · · ·+ µkuk = ۰V

که ͬ گیریم م نتیجه هستند، خطͬ مستقل نیز u۱, . . . ,uk چون اما

µ۱ = · · · = µk = ۰.

باشند. α, β ∈ F که کنید فرض همچنین باشند. F روی متناهͬ ابعاد با برداری فضاهای U,W, V کنید فرض نمره) ۱۷) ۲ پرسش

دهید: نشان باشد. خطͬ تبدیل ͷی T : V → W کنید فرض (الف)

rank(T ) ≤ dim(V )

۲



دهید: نشان باشند. خطͬ تبدیل های T : V → W و S : U → V کنید فرض (ب)

rank(T ◦ S) ≤ rank(T )

و
rank(T ◦ S) ≤ rank(S)

پاسخ

داشته وجود w۱, . . . ,wn+۱ ∈ Im(T ) بردار n+ ۱ حداقل باید صورت، این در .dim(Im(T )) = rank(T ) > n و dim(V ) = n کنید فرض (آ)
قرار Im(T ) در w۱, . . . ,wn+۱ که آنجا از ͬ کنیم). م انتخاب را Im(T ) از پایه ͷی در بردار n + ۱ اولین مثال، (برای باشند خطͬ مستقل که باشد
بردارهای ،dim(V ) = n که آنجا از .i = ۱, . . . , n + ۱ برای T (vi) = wi که بەطوری دارند وجود v۱, . . . ,vn+۱ ∈ V بردارهایی دارند،

که بەطوری دارند وجود صفر، همه نه ،α۱, . . . , αn+۱ ∈ F ضرایبی بنابراین باشند؛ خطͬ وابسته باید v۱, . . . ,vn+۱

α۱v۱ + · · ·+ αn+۱vn+۱ = ۰V .

که بەطوری داریم صفر، همه نه ،α۱, . . . , αn+۱ ∈ F ضرایبی بنابراین

T (α۱v۱ + · · ·+ αn+۱vn+۱) = T (۰V ),

یعنͬ
α۱T (v۱) + · · ·+ αn+۱T (vn+۱) = ۰W ,

یعنͬ
α۱w۱ + · · ·+ αn+۱wn+۱ = ۰W ,

باید یعنͬ باشد، نادرست باید ما اولیه فرض بنابراین است. تناقض که — هستند خطͬ وابسته w۱, . . . ,wn+۱ بردارهای که است معنͬ این به این که
.dim(Im(T )) ≤ n باشیم داشته

که آنجا از خاص، بەطور .f(A) ⊆ f(B) داریم f تابع هر برای باشد، A ⊆ B اگر بیاورید: خاطر به را مجموعەها نظریه از ابتدایی نکته این (ب)
یعنͬ ،T ◦ S(U) ⊆ T (V ) یعنͬ ،T (S(U)) ⊆ T (V ) داریم ،S(U) ⊆ V

im(T ◦ S) ⊆ im(T )

W زیرفضاهای اینها دوی هر اکنون، هستند). φ برد نشان دهنده دو هر — است φ(V ) نوشتن برای دیͽر روش ͷی فقط im(φ) که بیاورید یاد (به
داریم پس هستند،

dim(im(T ◦ S)) ≤ dim(im(T )),

یعنͬ
rank(T ◦ S) ≤ rank(T ).

خطͬ تبدیل ͷی φ که کنید توجه ͬ کنیم. م تعریف v ∈ im(S) همه برای φ(v) = T (v) صورت به را φ : im(S) → W تابعͬ دوم، بخش برای
.φ(αv۱+βv۲) = T (αv۱+βv۲) = αT (v۱)+βT (v۲) = αφ(v۱)+βφ(v۲) داریم ،α, β ∈ F و v۱,v۲ ∈ im(S) همه برای زیرا است،

داریم ،φ به (الف) بخش اعمال با بنابراین

rank(φ) ≤ dim(im(S)) = rank(S). (۱)

w = φ(v) بنابراین و u ∈ U برخͬ برای w = T (S(u)) صورت این در ،w ∈ im(T ◦S) اگر زیرا — im(T ◦S) ⊆ im(φ) که کنید توجه اما
بنابراین .w ∈ im(φ) پس v؛ = S(u) ∈ im(S) آن در که

dim(im(T ◦ S)) ≤ dim(im(φ)),

یعنͬ

rank(T ◦ S) ≤ rank(φ). (۲)

ͬ دهد م نتیجه (۲) و (۱) ترکیب
rank(T ◦ S) ≤ rank(S)

[T ]B ماتریس V از B پایه هر در که طوری به باشد، خطͬ تبدیل ͷی T : V → V و بوده F میدان برداری فضای ͷی V کنید فرض نمره) ۱۶) ۳ پرسش
.T (α) = cα داریم α ∈ V هر برای یعنͬ است؛ همانͬ مضرب T کنید ثابت است. قطری

B = مانند دلخواه پایه ͷی ابتدا . باشد dim(V ) = n کنید فرض . است متناهͬ نیز dim(V ) پس است متناهͬ ماتریس ابعاد که جا آن از پاسخ
. [T (αj)]B با است برابر [T ]B ام j ستون . بͽیرید نظر در V از {α۱, · · · , αn}

. باشد زیر نحو به کنید فرض است قطری ماتریس [T ]B = C چون

C =


λ۱ ۰ ۰ · · · ۰
۰ λ۲ ۰ · · · ۰
۰ ۰ λ۳ · · · ۰
...

...
...

. . .
...

۰ ۰ ۰ · · · λn


۳



نتیجه در بود دلخواه ۱ ≤ j ≤ n چون و است T (αj) = λjαj پس [T (αj)]B =



۰
...
λj

...
۰

 با است برابر [T ]B ام j ستون نتیجه در

. باشد مͬ T (α۱) = λ۱α۱, T (α۲) = λ۲α۲, · · · , T (αn) = λnαn

ی همه . بͽیرید نظر در را B′ = {α۱, · · · , αi + αj , · · · , αj , · · · , αn} ی مجموعه . است λi = λj کنیم مͬ ثابت ۱ ≤ i < j ≤ n هر ازای به اکنون
. دادیم قرار را αi + αj , αi جای به فقط و اند مانده ثابت α۱, · · · , αi−۱, αi+۱, · · · , αn

. اند خطͬ مستقل B′ اعضای دهیم نشان است کافͬ پس dimV = n چون . است V برای پایه ͷی B′ کنیم مͬ ادعا
: که باشند داشته وجود d۱, · · · , dn ∈ F کنید فرض

d۱α۱ + · · ·+ di−۱αi−۱ + di(αi + αj) + di+۱αi+۱ + · · ·+ dnαn = ۰ ⇒
d۱α۱ + · · ·+ di−۱αi−۱ + diαi + · · ·+ (di + dj)αj + · · ·+ dnαn = ۰

d۱ = · · · = dj−۱ = di + dj = dj+۱ = · · · = dn = ۰ : پس هستند خطͬ مستقل B اعضای چون
. هستند خطͬ مستقل نیز B′ اعضای پس d۱ = · · · = dn = ۰ : باشیم داشته باید نتیجه در

. کنیم مͬ بررسͬ را B′ عناصر روی T اثر . است V برای ای پایه B′ پس |B′| = |B| = dimV چون
T (α۱) = λ۱α۱, · · · , T (αi−۱) = λi−۱αi−۱, T (αi + αj) = T (αi) + T (αj) = λiαi + λjαj , T (αi+۱) = λi+۱αi+۱, · · · ,
T (αn) = λnαn

: با است برابر B′ ی پایه در T نمایش ماتریس پس

D =



λ۱ ۰ · · · ۰ · · · ۰ · · · ۰
۰ λ۲ · · · ۰ · · · ۰ · · · ۰
...

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
۰ ۰ · · · λi · · · ۰ · · · ۰
...

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
۰ ۰ · · · λj − λi · · · λj · · · ۰
...

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
۰ ۰ · · · ۰ · · · ۰ · · · λn



از . است



۰
...
λi

...
λj − λi

...
۰


برابر [T ]B′ ام j ستون و



۰
...
λk

...
۰

 : با است برابر k ̸= i ازای به [T ]B′ ام k ستون دیͽر عبارت به . است D = [T ]B′ اینجا در که

. است λj − λi = ۰ → λj = λi پس . است قطری ماتریس [T ]B′ سوال فرض طبق طرفͬ
کنیم مͬ ثابت α ∈ V هر ازای به اکنون . است λ۱ = λ۲ = · · · = λn = c پس کردیم اثبات دلخواه ۱ ≤ i < j ≤ n دو هر ازای به را حͺم این که آنجا از

. است T (α) = cα
T (α۱) = cα۱, T (α۲) = cα۲, · · · , T (αn) = cαn : داریم B پایه عناصر برای

: نتیجه در . باشد α =
∑n

i=۱ ciαi : که دارد وجود c۱, c۲, · · · , cn پس است پایه B . بͽیرید نظر در دلخواه α ∈ V
. شود مͬ اثبات حͺم نهایتا و T (α) = T (

∑n
i=۱ ciαi) =

∑n
i=۱ ciT (αi) =

∑n
i=۱ ci ∗ cαi = c(

∑n
i=۱ ciαi) = cα ⇒ T (α) = cα

ماتریس دهید نشان است. det(A)+ det(B) = ۰ همچنین و AAT = I = BBT که طوری به باشد A,B ∈ Mn(R) کنید فرض نمره) ۱۶) ۴ پرسش
نیست. پذیر وارون A+B

پاسخ
det(XY ) = det(X)det(Y ) : داریم گاه آن باشد X,Y ∈ Mn(R) گاه هر : ۱ لم

det(XT ) = det(X) : داریم گاه آن باشد X ∈ Mn(R) گاه هر : ۲ لم
. شود مͬ حاصل ۲ لم و ۱ لم ͷکم با زیر روابط

det(BT (A+B)AT ) = det(BTAAT +BTBAT ) = det(BT +AT ) = det(A+B) ⇒
det(BT )det(A+B)det(AT ) = det(A+B)

. است det(A+B) ̸= ۰ پس باشد پذیر وارون A+B کنید خلف فرض
(*) . باشد مͬ det(A)det(B) = ۱ پس است det(AT )det(BT ) = ۱ درنتیجه

: داریم طرفͬ از

det(AAT ) = det(I) → det(A)۲ = ۱ → det(A) = ۱or − ۱
det(BBT ) = det(I) → det(B)۲ = ۱ → det(B) = ۱or − ۱

. دهد مͬ رخ زیر حالت دو پس است det(A) + det(B) = ۰ همچنین
. باشد det(A) = ۱, det(B) = −۱ که این اول

. دهد رخ det(A) = −۱, det(B) = ۱ که آن دوم

۴



. نیست پذیر وارون A+B و باطل خلف فرض پس است تناقض در (*) با که شود مͬ det(A)det(B) = −۱ صورت هر در نتیجه در

بیابید. را det(A) مقدار کنید. تعریف ۱
min(i,j) برابر را A ماتریس (i, j) درایه است. A ∈ Mn(R) ماتریس نمره) ۱۶) ۵ پرسش

. کنیم مͬ عمل زیر نحو به مقدماتͬ ستونͬ سطری اعمال با A =


۱ ۱ ۱ · · · ۱
۱ ۱

۲
۱
۲ · · · ۱

۲
۱ ۱

۲
۱
۳ · · · ۱

۳
...

...
...

. . .
...

۱ ۱
۲

۱
۳ · · · ۱

n

 : داریم تعریف به بنا پاسخ

. رسیم مͬ


−۱ ۰ ۰ · · · ۰
۱ ۱

۲
۱
۲ · · · ۱

۲
۱ ۱

۲
۱
۳ · · · ۱

۳
...

...
...

. . .
...

۱ ۱
۲

۱
۳ · · · ۱

n

 ماتریس به . کنیم مͬ اضافه اول سطر به را دوم سطر برابر ۲ −

. رسیم مͬ


−۱ ۰ ۰ · · · ۰
− ۱

۲ − ۱
۴ ۰ · · · ۰

۱ ۱
۲

۱
۳ · · · ۱

۳
...

...
...

. . .
...

۱ ۱
۲

۱
۳ · · · ۱

n

 ماتریس به . کنیم مͬ اضافه دوم سطر به را سوم سطر برابر −۳
۲

...

. رسیم مͬ



−۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۰ · · · ۰
− ۱

۲ − ۱
۴ ۰ · · · ۰ ۰ · · · ۰

− ۱
۳ − ۱

۶ − ۱
۹ · · · ۰ ۰ · · · ۰

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

− ۱
i − ۱

۲i − ۱
۳i · · · − ۱

i۲ ۰ · · · ۰
۱ ۱

۲
۱
۳ · · · ۱

i
۱

i+۱ · · · ۱
i+۱

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

۱ ۱
۲

۱
۳ · · · ۱

i
۱

i+۱ · · · ۱
n


ماتریس به . کنیم مͬ اضافه i سطر به را ام i+ ۱ سطر برابر −(i+۱)

i

. رسیم مͬ



−۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
− ۱

۲ − ۱
۴ ۰ · · · ۰ ۰

− ۱
۳ − ۱

۶ − ۱
۹ · · · ۰ ۰

...
...

...
. . .

...
...

− ۱
n−۱ − ۱

۲(n−۱) − ۱
۳(n−۱) · · · − ۱

(n−۱)۲ ۰
۱ ۱

۲
۱
۳ · · · ۱

n−۱
۱
n


ماتریس به i = n− ۱ جایͽذاری با نهایتا

. است det(A) = det(B) : یعنͬ . ماند مͬ ثابت دترمینان پس دادیم انجام مقدماتͬ سطری اعمال چون . بنامید B را ماتریس این
det(A) = det(B) = (−۱) ∗ (− ۱

۴ ) ∗ (−
۱
۹ ) ∗ · · · ∗ ∗(−

۱
(n−۱)۲ ) ∗ ۱

n = (−۱)n−۱ ∗ ۱
n ∗ ۱

((n−۱)!)۲ : نتیجه در است مثلثͬ پایین B ماتریس

است. خطͬ تبدیل ͷی T : V −→ V و متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی V نمره) ۲۰) ۶ پرسش

.V = R(T )⊕N(T ) دهید نشان ،V = R(T ) +N(T ) اگر (آ)
.V = R(T )⊕N(T ) دهید نشان ،R(T ) ∩N(T ) = {۰} اگر (ب)

پاسخ
dim(U +W ) = dim(U) + dim(W )− dim(U ∩W ) آنگاه باشند، متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی زیرفضاهای U,W اگر لم۱)

: داد نشان توان مͬ شده داده روابط به توجه با (آ)

dim(R(T )) + dim(N(T )) = rankT + nullityT = dim(V ) = dim(R(T ) +N(T )) =
dim(R(T )) + dim(N(T ))− dim(R(T ) ∩N(T ))

dim(R(T )) + dim(N(T )) = dim(R(T )) + dim(N(T ))− dim(R(T ) ∩N(T ))
=⇒ dim(R(T ) ∩N(T )) = ۰
=⇒ R(T ) ∩N(T ) = {۰}
=⇒ V = R(T )⊕N(T )

dim(R(T ))+dim(N(T )) = dim(R(T ))+dim(N(T ))−dim(R(T )∩N(T )) = rankT +nullityT −dim({۰} = dim(V ) (ب)
R(T ) +N(T ) ⊆ V =⇒ R(T ) +N(T ) = V =⇒ R(T )⊕N(T ) = V

۵


