
مهربان بخشنده خداوند نام به

خطͬ جبر
کامپیوتر مهندسͬ دانشͺده

رمضانͬ مریم ربیعͬ، حمیدرضا
۱۴۰۳ پاییز

۱۴۰۳ دی ۱۳ انتشار: تاریخ ششم تئوری تمرین زیرفضاها و برداری فضای مختصات، دستگاه

کنید. مطرح کوئرا سامانه در را تمرین این درمورد خود پرسش های .۱

جداگانه بەصورت عملͬ و تئوری تمارین برای مقدار این کنید. استفاده تاخیر روز ۴ از ͬ توانید م نیم سال طول در مجموع در شما تاخیر: با ارسال سیاست .۲
ͬ شوند. م گرد بالا به و شده محاسبه ساعت مقیاس با تاخیرها ͬ شود. م حساب

مشورت یͷ دیͽر با کلͬ ایدەی آوردن بەدست یا و ابهام رفع برای تمارین حل در ͬ توانند م دانشجویان تمارین: کردن حل در دانشجویان مشارکت سیاست .۳
آوردن بەدست اما شود. یادگیری تقویت موجب ͬ تواند م گروهͬ کار و هم فکری که چرا ͬ باشد؛ م درس ارائەی تیم تشویق و تایید مورد کار این کنند. همفکری و
ذکر را کردید همفکری آن ها با که افرادی نام خود ارسالͬ پاسخ های انتهای در حتما شود. انجام دانشجو خود توسط تماما باید پاسخ نگارش و راەحل جزئیات

کنید.

۱



۱۴۰۳ دی ۲۹ تحویل: تاریخ نمره) ۱۰۰) سوالات

نرم ∥ · ∥F از منظور همچنین هستند. ماتریس نشان دهنده شدەاند، مشخص لاتین بزرگ حرف با که متغیرهایی تمامͬ مسئله این در نمره) ۱۵) ۱ پرسش
ͬ باشد. م فروبنیوس

بیاورید: بەدست را زیر تابع مشتق (آ)
f(X) = ∥AX −B∥۲

F

∂f(X)

∂X
=?

دهید: نشان را زیر عبارات درستͬ (ب)
i.

∥AB∥F ≤ ∥A∥F ∥B∥F
ii.

∥A∥F ≤
√
n∥A∥۲

داریم: که کنید دقت

∥A∥۲ = sup
∥x∥۲=۱

∥Ax∥۲ =
√
λⅿax(ATA) = σⅿax(A)

پاسخ

ͬ کنیم: م محاسبه را f(X) = ∥AX −B∥۲
F تابع مشتق (آ)

ͬ کنیم: م بازنویسͬ را تابع ابتدا
f(X) = tr((AX −B)T (AX −B)).

f(X) = tr(XTATAX − ۲BTAX +BTB).

ͬ کنیم: م محاسبه را ∂f(X)
∂X مشتق اکنون

∂

∂X
tr(XTATAX) = ۲ATAX,

∂

∂X
tr(−۲BTAX) = −۲ATB,

∂

∂X
tr(BTB) = ۰.

بنابراین:
∂f(X)

∂X
= ۲ATAX − ۲ATB.

i. (ب)
∥AB∥۲

F ≤ ∥A∥۲
F ∥B∥۲

F

∥M∥۲
F = tr(MTM).

داریم: AB حاصل ضرب برای
∥AB∥۲

F = tr((AB)T (AB)) = tr(BTATAB).

tr(XY ) ≤
√

tr(X۲) ·
√
tr(Y ۲).

:Y = BBT و X = ATA دادن قرار با

∥AB∥۲
F ≤

√
tr((ATA)۲) ·

√
tr((BBT )۲).

فروبینیوس: نرم تعریف از
∥A∥۲

F = tr(ATA), ∥B∥۲
F = tr(BTB).

داریم: √بنابراین
tr((ATA)۲) ≤ ∥A∥۲

F ,
√
tr((BBT )۲) ≤ ∥B∥۲

F .

نتیجه: در
∥AB∥۲

F ≤ ∥A∥۲
F ∥B∥۲

F .

بنابراین:
∥AB∥F ≤ ∥A∥F ∥B∥F .

۲



ii.
∥A∥۲

F = tr(ATA).

داریم: اینجا از

∥A∥۲
F =

n∑
i=۱

σ۲
i ≤ nmax

i
σ۲
i = n∥A∥۲

۲,

نتیجه: در که
∥A∥F ≤

√
n∥A∥۲.

مقادیر تجزیه با را r رتبه با A ∈ Rm×n ماتریس است. ماتریس ͷی پایین رتبه تقریب محاسبه ، تکین مقدار تجزیه های کاربرد از ͬͺی نمره) ۱۷) ۲ پرسش
k ترتیب به Vk و Uk آن در که کنیم مͬ تعریف Ak = UkΣkV

T
k صورت به را Ak ماتریس ، k ≤ r عدد ͷی ازای به بͽیرید. نظر در A = UΣV T تکین

صورت به را Ak توان مͬ عبارتͬ به شود. مͬ A بزرگ تکین مقدار k شامل که است Σ ماتریس چپ سمت و بالا k × k بلوک Σk و بوده V و U اول ستون
است. k رتبه ماتریسͬ که کرد بیان Ak =

∑k
i=۱ σiuiv

T
i

است. زیر سازی بهینه مسئله پاسخ Ak دهید نشان ( الف

min
X , rank(X)≤k

||A−X||F

باشد. مͬ نیز زیر سازی بهینه مسئله پاسخ Ak دهید نشان ( ب

min
X , rank(X)≤k

||A−X||۲

دهید نشان باید مسئله دو هر در : راهنمایی

∀X, rank(X) ≤ k : ||A−Ak|| ≤ ||A−X||

پاسخ
قضیه: ( الف

∀i, j : σi(X) + σj(Y ) ≥ σi+j−۱(X + Y )

کنیم. مͬ اثبات را شده ذکر قضیه ابتدا

∀X,Y : ||X||۲ + ||Y ||۲ ≥ ||X + Y ||۲ =⇒ σ۱(X) + σ۱(Y ) ≥ σ۱(X + Y )

σi(X) + σj(Y ) = σ۱(X −Xi−۱) + σ۱(Y − Yj−۱) ≥ σ۱(X + Y −Xi−۱ − Yj−۱)

rank(Xi−۱ + Yj−۱) ≤ rank(Xi−۱) + rank(Yj−۱) = i+ j − ۲

=⇒ σ۱(X + Y −Xi−۱ − Yj−۱) ≥ σ۱(X + Y − (X + Y )i+j−۲) = σi+j−۱(X + Y )

=⇒ σi(X) + σj(Y ) ≥ σi+j−۱(X + Y )

که گرفت نتیجه توان مͬ j = k + ۱ و است rank(Z) ≤ k آن در که Y = Z و X = Ak دادن قرار با حال

∀i : σi(A− Z) + σk+۱(Z)︸ ︷︷ ︸
۰

≥ σi+k(A)

: داشت خواهیم بنابراین

||A− Z||۲F =

min(m,n)∑
i=۱

σ۲
i (A− Z) ≥

min(m,n)∑
i=k+۱

σ۲
i (A)

||A−Ak||۲F = ||
min(m,n)∑
i=k+۱

σiuiv
T
i ||۲F = tr

{
(

min(m,n)∑
i=k+۱

σiuiv
T
i )

T (

min(m,n)∑
i=k+۱

σiuiv
T
i )

}

۳



= tr

{
min(m,n)∑
i=k+۱

σ۲
i vi u

T
i ui︸ ︷︷ ︸
۱

vTi

}
== tr

{
min(m,n)∑
i=k+۱

σ۲
i viv

T
i

}
=

min(m,n)∑
i=k+۱

σ۲
i tr{vivTi } =

min(m,n)∑
i=k+۱

σ۲
i tr{vTi vi} =

min(m,n)∑
i=k+۱

σ۲
i

=⇒ ∀Z, rank(Z) ≤ k : ||A− Z||۲F ≥ ||A−Ak||۲F

( ب
rank(X) = k =⇒ dimN (X) = n− k , dimR(Vk+۱) = k + ۱

dimN (X) + dimR(Vk+۱) = n+ ۱ =⇒ ∃x ∈ N (X) ∩R(Vk+۱) : ||x||۲ = ۱

x =

k+۱∑
i=۱

αivi ,

k+۱∑
i=۱

α۲
i = ۱

||A−X||۲ = sup
||x||۲=۱

||(A−X)x||۲ =⇒ ||A−X||۲ ≥ ||(A−X)x||۲ = ||Ax||۲

A = UΣV T =⇒ Ax = UΣV Tx =

k+۱∑
i=۱

σiαiui =⇒ ||Ax||۲۲ =

k+۱∑
i=۱

σ۲
iα

۲
i ≥ σ۲

k+۱

k+۱∑
i=۱

α۲
i = σ۲

k+۱

||A−X||۲ ≥ σk+۱

||A−Ak||۲ = ||
min(m,n)∑

i=۱
σiuiv

T
i −

k∑
i=۱

σiuiv
T
i ||۲ = ||

min(m,n)∑
i=k+۱

σiuiv
T
i ||۲ = σk+۱

=⇒ ∀X, rank(X) ≤ k : ||A−X||۲ ≥ ||A−Ak||۲

بیابید: را زیر مقادیر باشد. Rn از برداری x و n× n مربعͬ ماتریس ͷی A کنید فرض نمره) ۱۶) ۳ پرسش

(آ)
∂(xTAx)

∂x

کنید: محاسبه را زیر مقدار باشند، β اسͺالر ͷی از تابعͬ A ماتریس درایەهای اگر (ب)

∂A−۱

∂β
.

پاسخ

بیابید: را زیر مقادیر باشد. Rn از برداری x و n× n مربعͬ ماتریس ͷی A کنید فرض

(آ)
∂(xTAx)

∂x

با: است برابر فوق عبارت مقدار
∂(xTAx)

∂x
= (A+AT )x.

ͬ شود: م ساده زیر صورت به نتیجه ،(A = AT ) باشد متقارن A اگر

∂(xTAx)

∂x
= ۲Ax.

۴



کنید: محاسبه را زیر مقدار باشند، β اسͺالر ͷی از تابعͬ A ماتریس درایەهای اگر (ب)

∂A−۱

∂β
.

ͬ کنیم: م شروع ماتریسͬ اساسͬ رابطه از ابتدا
AA−۱ = I,

ͬ گیریم: م مشتق β به نسبت را معادله طرف دو است. همانͬ ماتریس I که

∂

∂β

(
AA−۱) = ∂I

∂β
.

ͬ شود: م صفر آن مشتق است، ثابت β به نسبت I که آنجا از

∂

∂β

(
AA−۱) = ۰.

ͬ کنیم: م استفاده ماتریسͬ ضرب مشتق گیری برای زنجیرەای قاعده از حال

∂A

∂β
A−۱ +A

∂A−۱

∂β
= ۰.

ͬ کنیم: م منتقل معادله دیͽر طرف به را ∂A
∂β A

−۱ عبارت ،∂A
−۱

∂β کردن پیدا برای

A
∂A−۱

∂β
= −∂A

∂β
A−۱.

ͬ کنیم: م ضرب چپ سمت از A−۱ در را معادله طرف دو سپس

∂A−۱

∂β
= −A−۱ ∂A

∂β
A−۱.

است: زیر صورت به نهایی نتیجه بنابراین
∂A−۱

∂β
= −A−۱ ∂A

∂β
A−۱.

: است صورت این به باقیمانده تابع خطͬ غیر مربعات حداقل مسائل از بسیاری در نمره) ۱۶) ۴ پرسش

fi(x) = Φi(a
T
i x− bi), i = ۱, · · · ,m

ai ∈ Rn , bi ∈ R , Φi : R −→ R

است: فرم این به خطͬ غیر مربعات حداقل هدف تابع حالت این در

||f(x)||۲ =

m∑
i=۱

(Φi(a
T
i x− bi))

۲

کنیم. مͬ تعریف b ∈ Rm بردار ͷی همچنین باشد. داشته را aT۱ , · · · , aTm آن های سطر که کنیم مͬ تعریف A ∈ Rm×n ماتریس ͷی
: است زیر فرم به تابع مشتق دهید نشان

Df(x) = diag(d)A

di = Φ′
i(ri) , r = Ax− b

پاسخ

Df(x) =


∂f۱
∂x
...

∂fm
∂x


r = Ax− b =⇒ ri = aTi x− bi =⇒

∂ri
∂x

= aTi

۵



∂fi
∂x

=
∂fi
∂ri

∂ri
∂x

= Φ′
i(ri)a

T
i = dia

T
i

Df(x) =


d۱a

T
۱

...

...
dmaTm

 =


d۱ ۰ · · · ۰

۰ d۲
. . .

...
...

. . . . . . ۰
۰ · · · ۰ dm



aT۱
...
...

aTm

 = diag(d)A

بͽیرید: نظر در را زیر کمینەسازی نمره) ۱۶) ۵ پرسش

min ∥x∥2
subject to Ax = y.

میͺند: صدق مسئله شرط در زیر عبارت وضوح به
x۰ = AT (AAT )−۱y.

است: نمایش قابل زیر صورت به Ax = y برای جوابی هر که کنید اثبات (آ)

x = x۰ +w,

دارد. قرار N(A) در w که
.w ⊥ x۰ دهید نشان قبل بخش ͷکم به (ب)

است. مسئله خواسته همان عبارتͬ به و جواب ترین ͷکوچ x۰ دهید نشان قبل بخش ͷکم به (ج)

کنید. استخراج را x۰ لاگرانژ ضرایب با کنید سعͬ حال (د)
دهید: تغییر زیر شͺل به را مسئله حال (ه)

J(x) = ∥Ax− y∥۲
۲ + λ∥x∥۲

۲.

overfitting از جلوگیری برای که است روشͬ Regularization کلͬ طور به است. معروف Regularized Least Squares (RLS) به مسئله این
دادەها برازش بین تعادل و ͬ دهد م کاهش را مدل پیچیدگͬ هدف، تابع به پنالتͬ جملەی ͷی کردن اضافه با ͷتکنی این ͬ رود. م کار به بهینەسازی مسائل در
مشتق از استفاده با را آن جواب ͬ شود. م تعریف هزینه تابع به هدف متغیر ۲ نرم کردن اضافه با RLS مسئلەی اینجا، در ͬ کند. م حفظ را مدل سادەسازی و

بنویسید. اولیه مسئله با را آن رابطەی و آورید دست به گیری

پاسخ

ͬ گیریم: م نتیجه Ax = y از (آ)
A(x− x۰) = y − y = ۰

بنابراین:
x− x۰ ∈ N(A)

(ب)
(x− x۰)

Tx۰ = (x− x۰)
TAT (AAT )−۱y

= (A(x− x۰))
T
AT (AAT )−۱y = ۰

(ج)
∥x∥۲ = ∥x۰ +w∥۲ = ∥x۰∥۲ + ∥w∥۲ ≥ ∥x۰∥۲

ͬ کنیم: م تعریف را لاگرانژ ضرایب (د)
L(x, λ) = ∥x∥۲ + λT (Ax− y)

مشتق گیری: با
∇xL = ۲x+ATλ = ۰

∇λL = Ax− y = ۰

=⇒ x۰ = AT (AAT )−۱y

۶



است: زیر صورت به هزینه تابع (ه)
J(x) = ∥Ax− y∥۲

۲ + λ∥x∥۲
۲

J(x) = xTATAx− ۲yTAx+ yTy + λxTx

:x به نسبت آن مشتق
∇J(x) = ۲ATAx− ۲ATy + ۲λx

ͬ گیرد: م قرار صفر برابر مشتق کردن، کمینه برای
(ATA+ λI)x = ATy

نهایت: در و
xλ = (ATA+ λI)−۱ATy

است قبل مسئله با معادل است ۱ با برابر لاندا و دارد قرار R(A) در y که وقتͬ

نمره) ۲۰) ۶ پرسش
است: شده داده زیر فرم به مربعات کمترین مسئله کنید فرض

min
x

(
∥Ax− b∥۲

۲ + cTx+ d
)
,

آن: در که

،m× n ماتریس ͷی A ●
،Rm در برداری b ●
،Rn در برداری c ●

است. اسͺالر ͷی d و ●

کنید. تبدیل (minx ∥Tx− v∥) مربعات کمترین استاندارد فرم به را مسئله این (آ)

آورید. دست به را x بهینه مقدار و کرده حل را تبدیل شده مسئله (ب)

پاسخ

مربعات: کمترین استاندارد فرم به تبدیل (آ)
ͬ کنیم: م بازنویسͬ را ∥Ax− b∥۲

۲ عبارت ابتدا

∥Ax− b∥۲
۲ = (Ax− b)T (Ax− b) = xTATAx− ۲bTAx+ bT b.

ͬ کنیم: م بازنویسͬ را هدف تابع کل حال

∥Ax− b∥۲
۲ + cTx+ d = xTATAx− ۲bTAx+ bT b+ cTx+ d.

ͬ کنیم: م دستەبندی را ثابت و خطͬ ترم های

= xTATAx+ (−۲AT b+ c)Tx+ (bT b+ d).

ͬ شود: م تبدیل مربعات کمترین استاندارد فرم به مسئله بنابراین،

min
x

۱
۲
xTQx+ qTx+ r,

آن: در که
دوم)، درجه ضرایب (ماتریس Q = ۲ATA ●

خطͬ)، ضرایب (بردار q = −۲AT b+ c ●
ثابت). (مقدار r = bT b+ d ●

:x بهینه مقدار یافتن و مسئله حل (ب)
ͬ دهیم: م قرار صفر برابر و کرده محاسبه x به نسبت را هدف تابع گرادیان ،x بهینه مقدار کردن پیدا برای

f(x) = xTATAx− ۲bTAx+ cTx+ bT b+ d.

با: است برابر x به نسبت f(x) گرادیان
∇f(x) = ۲ATAx− ۲AT b+ c.

۷



است: زیر صورت به (∇f(x) = ۰) ایستایی شرط
۲ATAx− ۲AT b+ c = ۰.

ͬ کنیم: م حل را معادله این
۲ATAx = ۲AT b− c.

ͬ کنیم: م تقسیم ۲ بر را طرف دو

ATAx = AT b− ۱
۲
c.

با: است برابر بهینه x مقدار باشد، معکوس پذیر ATA اگر

x∗ = (ATA)−۱
(
AT b− ۱

۲
c

)
.

۸


