
مهربان بخشنده خداوند نام به

خطͬ جبر
کامپیوتر مهندسͬ دانشͺده

رمضانͬ مریم ربیعͬ، حمیدرضا
۱۴۰۲ پاییز

inⅾepenⅾenⅽe اسلاید قضایای

۱ قضیه

است. خطͬ وابسته باشد، داشته خود در را صفر بردار که برداری مجموعه هر

باشد ناصفر آن اعضای از ͬͺی حداقل که باشد داشته وجود {a۱, a۲, ..., an} اسͺالر مجموعەی اگر و نظرگرفته در را {v۱, v۲, ..., vn} بردارهای مجموعەی
هستند. خطͬ وابستەی بردارها آن گاه باشد برقرار زیر معادلەی و

a۱v۱ + a۲v۲ + ...+ anvn = ۰

داریم: v۱ = ۰ اگر حال

(۱)v۱ + (۰)v۲ + ...+ (۰)vn = ۰

اند. خطͬ وابستەی پس

۱



۲ قضیه

از ͬͺی حداقل اگر تنها و اگر است خطͬ وابسته است، بردار دو از بیش یا دو شامل که S = {v۱, ..., vn} صورت به بردارها از نمایەدار مجموعەای
که j > ۱ با vj بردار دارد وجود آن گاه v۱ ̸= ۰ و باشد خطͬ وابسته S اگر واقع، در باشد. دیͽر بردارهای از خطͬ ترکیبی S در موجود بردارهای

باشد. v۱, ..., vj−۱ بردارهای از خطͬ ترکیبی

داریم: vj بردار برای

vj =
∑j−۱

i=۱ αivi

داریم: بͽیریم نظر در ۰ ضریب با نیز را دیͽر بردارهای و کنیم کم را vj طرف دو از اگر حال

(−۱)vj +
∑j−۱

i=۱ αivi + (۰)vj+۱ + ...+ (۰)vn = ۰
⇒ (−۱)vj + α۱v۱ + ...+ αj−۱vj−۱︸ ︷︷ ︸

vj

+ αj︸︷︷︸
۰

vj + ...+ αn︸︷︷︸
۰

vn = ۰

است. خطͬ وابستەی S پس

باشد: v۱...vj−۱ از خطͬ ترکیبی که ͬ شود م پیدا هایی vj آنگاه v۱ ̸= ۰ و باشد خطͬ وابستەی مجموعەی S اگر ͬ کنیم. م ثابت را قضیه دیͽر طرف حال
:v۱ ̸= ۰ اگر پس ͬ شد. م پیدا خطͬ ترکیب این بدیهتا بود v۱ = ۰ اگر واقع در

c۱v۱ + c۲v۲ + ...+ cnvn = ۰, ∃ci ̸= ۰

و: j > ۱ پس v۱ ̸= ۰ که چرا نیست ممͺن که c۱v۱ = ۰ باشیم داشته باید آن گاه j = ۱ اگر و cj ̸= ۰ آن ازای به که باشد نمایەای بزرگترین j اگر

c۱v۱ + ...+ cjvj + (۰)vj+۱ + ...+ (۰)vn = ۰
cjvj = −c۱v۱ − ...− cj−۱vj−۱

vj = (− c۱
cj
)v۱ + ...+ (− cj−۱

j )vj−۱

کردیم. پیدا را خطͬ ترکیب پس

۲



۳ قضیه

آن گاه: Ax = ۰ و باشد متغیرها تعداد M و معادلات تعداد N که که باشد N ×M ماتریس ͷی A اگر
هستند. خطͬ وابستەی حتما Rn بردارهای از عضوی M مجموعەی هر ، M > N اگر −

باشد. خطͬ مستقل ͬ تواند م Rn بردارهای از عضوی M مجموعەای ، M ≤ N اگر −

اول: بخش
از بیشتر متغیرها تعداد پس داریم، مجهول M و معادله N ، Ax = ۰ معادلەی در آنگاه باشد Rn در بردارهایی از مجموعەای V = {v۱, v۲, ..., vm} اگر

هستند. خطͬ وابستەی A ستون های و دارد غیرجزئͬ جوابی Ax = ۰ نتیجه در باشیم. داشته آزاد متغیر ͷی باید و است معادلات

دوم: بخش

ندارد. وجود پایین معادلەی برای غیرجزئͬ جوابی لزوما دهیم نشان باید باشد، Rn در بردارهایی از مجموعەای V = {v۱, v۲, ..., vm} اگر

c۱v۱ + c۲v۲ + ...+ cmvm = ۰

فقط پس باشد ناصفر آن i عضو فقط vi ∈ V بردار هر اگر پس است. N نهایتا Span(V ) بعد پس دارد را Rn در بردار N حداکثر V که آنجایی از
نیست. خطͬ وابستەی و داریم جزئͬ جواب

۳



۴ قضیه

باشد: {v۱, v۲, ..., vn} خطͬ مستقل بردارهای از خطͬ ترکیب ͷی x کنید فرض
x = β۱v۱ + ...+ βnvn

هستند. یͺتا β۱, ..., βn ضرایب آنگاه

نباشند: یͺتا ͬ کنیم م فرض خلف: برهان

x = β۱v۱ + β۲v۲ + ...+ βnvn

x = α۱v۱ + α۲v۲ + ...+ αnvn

داریم: معادله دو تفریق از

۰ = (β۱ − α۱)v۱ + (β۲ − α۲)v۲ + ...+ (βn − αn)vn

هستند. یͺتا ضرایب درنتیجه شوند. صفر باید ها βi − αi تمامͬ تساوی برقرای برای که

۴



۵ قضیه

باشد. v۱ − vi, v۲ − vi, ..., vp − vi نقاط از خطͬ ترکیب ͷی y− vi اگر تنها و اگر است، Rn در v۱, ..., vp از افاین ترکیب ͷی Rn در y نقطەی

اول: طرف
که: دارند وجود c۲, ..., cp وزن های باشد، v۲ − v۱, ..., vp − v۱ خطͬ ترکیب y − v۱ اگر

y − v۱ = c۲(v۲ − v۱) + ...+ cp(vp − v۱)

⇒ y = (۱ − c۲ − ...− cp)v۱ + ...+ cpvp

.
∑

i=۱ ci = ۱ و است y = c۱v۱ + ...+ cpvp صورت به آفاین ترکیب ͷی y آن گاه باشد، ͷی ها وزن جمع اگر

دوم: طرف

حال .
∑

i=۱ ci = ۱ و y = c۱v۱ + c۲v۲ + ...+ cpvp که c۱, ..., cp ضرایب دارند وجود و باشد v۱, ..., vp از افاین ترکیب ͷی y ͬ کنیم م فرض حال
داریم: y − v۱ برای

y − v۱ = (c۱v۱ + c۲v۲ + ...+ cpvp)− v۱ = c۱v۱ − v۱ + c۲v۲ + ...+ cpvp = (c۱ − ۱)v۱ + c۲v۲ + ...+ cpvp

= c۲(v۲ − v۱) + ...+ cp(vp − v۱) + (۱ − c۱ − c۲ − ...− cp)v۱ = c۲(v۲ − v۱) + ...+ cp(vp − v۱)

۵



۱ مثال

هستند. خطͬ وابستەی یا مستقل کدام کنید مشخص زیر بردارهای مجموعه از ͷی هر در

هستند. خطͬ وابستەی پس ͬ کنند م span صفحه در را خط ͷی بردار دو این .a
هستند. خطͬ مستقل پس ͬ کنند، م span را صفحه تمام بردار دو این .b

هستند. خطͬ وابستەی پس است بردارها تعداد از کمتر شده span فضای بعد .ⅽ

۶



۲ مثال

کنید. بررسͬ را خطͬ استقلال زیر بردار مجموعە از ͷی هر برای

a.

۱
۷
۶

 ,

۲
۰
۹

 ,

۳
۱
۵

 ,

۴
۱
۸


b.

۲
۳
۵

 ,

۰
۰
۰

 ,

۱
۱
۸



ⅽ.


−۲
۴
۶

۱۰

 ,


۳
−۶
−۹
۱۵



a. ۳

۱
۷
۶

− ۳۱

۲
۰
۹

− ۱۴۳

۳
۱
۵

+ ۱۲۲

۴
۱
۸

 =

۰
۰
۰


ͬ اند. خط وابستەی پس

b. α

۰
۰
۰

+ c۱

۲
۳
۵

+ c۲

۱
۱
۸

 =

۰
۰
۰


ͬ اند خط وابستەی پس باشد، ͬ تواند م صفری غیر ضریب هر α چون

ⅽ. c۱


−۲
۴
۶

۱۰

+ c۲


۳
−۶
−۹
۱۵

 =


۰
۰
۰
۰

 ⇒ c۱ = ۰, c۲ =
۲
۳
c۱

ͬ اند خط مستقل پس

۷



۳ مثال

کنید. تعیین را خطͬ وابستگͬ و استقلال زیر توابع مجموعه از ͷی هر برای

۱.f(t) = ۲sin۲t, g(t) = ۱ − cos۲t

۲.{sin۲x, cos۲x, cos(۲x)} ⊂ F

توابع زیر معادلەی طبق .۱

اند. خطͬ وابستەی پس یͺدیͽرند از ضریبی g(t) و f(t)

f(t) = ۲sin۲(t) = ۲(۱ − cos۲(t)) = ۲g(t)

قبل: قسمت مانند به .۲

cos(۲x) = cos۲(x)− sin۲(x) ⇒ (+۱)cos(۲x) + (−۱)cos۲(x) + (+۱)sin۲(x) = ۰

هستند. خطͬ وابستەی و شد برقرار معادله این صفر غیر ضرایبی با پس

۸



۴ مثال

ͬ اند؟ خط مستقل ۱ − x, ۱ + x, x۲ توابع آیا

ͬ کنیم. م بررسͬ زیر معادلەی در را a, b, c ناصفر ضرایب وجود

a(۱ − x) + b(۱ + x) + c(x۲) = ۰
⇒ a+ b+ (−a+ b)x+ cx۲ = ۰

a+ b = ۰
−a+ b = ۰

c = ۰

 ⇒ a = b = c = ۰

هستند. خطͬ مستقل پس

۹



۵ مثال

بنویسید. B و A مختصات حسب بر را C آنگاه باشد، v⃗ و w⃗ بردارهای از افاین ترکیبی z⃗ بردار اگر . B = (c, d) و A = (a, b) زیر تصویر در

u⃗ = A⃗B = w⃗ − v⃗ = (c− a, d− b)
z⃗ = v⃗ + ۲

۳ (w − v) = ۱
۳v +

۲
۳w

⇒ C = ۱
۳A+ ۲

۳B = [ ۱
۳a+ ۲

۳c,
۱
۳b+

۲
۳d]

۱۰



۶ مثال

ͬ گذرد م (−۱۵, ۶, ۲۵,−۱) و (−۱۳, ۳, ۲۵,−۲) ،(−۱۷, ۶, ۲۹, ۰) از که R۴ در صفحەای برای پارامتری معادلات و برداری معادلەی ͷی
بنویسید.

داریم: .P۳ = (−۱۵, ۶, ۲۵,−۱) ،P۲ = (−۱۳, ۳, ۲۵,−۲) ،P۱ = (−۱۷, ۶, ۲۹, ۰) اگر

⃗P۱P۲ = P۲ − P۱ = (−۱۳ + ۱۷, ۳ − ۶, ۲۵ − ۲۹,−۲ − ۰) = (۴,−۳,−۴,−۲),
⃗P۱P۳ = P۳ − P۱ = (−۱۵ + ۱۷, ۶ − ۶, ۲۵ − ۲۹,−۱ − ۰) = (۲, ۰,−۴,−۱).

صفحه: ͷپارامتری نمایش

r⃗(t, s) = P⃗۱ + t ⃗P۱P۲ + s ⃗P۱P۳

= (−۱۷, ۶, ۲۹, ۰) + t(۴,−۳,−۴,−۲) + s(۲, ۰,−۴,−۱).

:ͷپارامتری معادلات
x = −۱۷ + ۴t+ ۲s,
y = ۶ − ۳t,
z = ۲۹ − ۴t− ۴s,
w = −۲t− s.

است: زیر شرح به R۴ در برداری معادلەی

r⃗ =


−۱۷ + ۴t+ ۲s

۶ − ۳t
۲۹ − ۴t− ۴s

−۲t− s

 .

۱۱



۷ مثال

وابستگͬ S مجموعه آیا .S = {v۱, . . . ,v۴} کنید فرض همچنین و v۴ =

 ۰
۱۴
۶

 و ،v۳ =

۰
۴
۷

 ،v۲ =

 ۲
۷

۶٫۵

 ،v۱ =

۱
۳
۷

 کنید فرض

دارد؟ افاین

است. افاین مستقل {v۱, v۲, v۳, v۴} باشند، خطͬ مستقل مجموعه این اگر ͬ کنیم. م بررسͬ را {v۲ − v۱, v۳ − v۱, v۴ − v۱} مجموعەی

M =

 ۲ − ۱ ۰ − ۱ ۰ − ۱
۷ − ۳ ۴ − ۳ ۱۴ − ۳

۶٫۵ − ۷ ۷ − ۷ ۶ − ۷



=

 ۱ −۱ −۱
۴ ۱ ۱۱

−۰٫۵ ۰ −۱


R۲=R۲−۴R۱,R۳=R۳+۰٫۵R۱−−−−−−−−−−−−−−−−−→

۱ −۱ −۱
۰ ۵ ۱۵
۰ −۰٫۵ −۱٫۵


R۳+۰٫۱R۲−−−−−−→

۱ ۰ ۲
۰ ۱ ۳
۰ ۰ ۰


هستند. افاین وابستەی و است ۲ ماتریس رنک پس

۱۲


